
附录 D

What Every Computer Scientist 
Should Know About Floating-Point 
Arithmetic

注 – 本附录是对论文《What Every Computer Scientist Should Know About Floating-
Point Arithmetic》（作者：David Goldberg，发表于 1991 年 3 月号的 《Computing
Surveys》 ）进行编辑之后的重印版本。版权所有 1991， Association for Computing
Machinery, Inc.，经许可重印。 

D.1 摘要
许多人认为浮点运算是一个深奥的主题。这相当令人吃惊，因为浮点在计算机系统中是普
遍存在的。几乎每种语言都有浮点数据类型；从 PC 到超级计算机都有浮点加速器；多
数编译器可随时进行编译浮点算法；而且实际上，每种操作系统都必须对浮点异常 （如
溢出）作出响应。本文将为您提供一个教程，涉及的方面包含对计算机系统设计人员产生
直接影响的浮点运算信息。它首先介绍有关浮点表示和舍入误差的背景知识，然后讨论
IEEE 浮点标准， 后列举了许多示例来说明计算机生成器如何更好地支持浮点。

类别和主题描述符：（主要） C.0 [ 计算机系统组织 ]：概论 — 指令集设计； D.3.4 [ 程
序设计语言 ]：处理器 — 编译器，优化； G.1.0 [ 数值分析 ]：概论 — 计算机运算，错
误分析，数值算法 （次要）

D.2.1 [ 软件工程 ]：要求 / 规范 — 语言； D.3.4 程序设计语言 ]：正式定义和理论 —
语义； D.4.1 操作系统 ]：进程管理 — 同步。

一般术语：算法，设计，语言

其他关键字 / 词：非规格化数值，异常，浮点，浮点标准，渐进下溢，保护数位，NaN，
溢出，相对误差、舍入误差，舍入模式， ulp，下溢。
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D.2 简介
计算机系统的生成器经常需要有关浮点运算的信息。但是，有关这方面的详细信息来源非
常少。有关此主题的书目非常少，而且其中的一部《Floating-Point Computation》（作者：
Pat Sterbenz）现已绝版。本文提供的教程包含与系统构建直接相关的浮点运算（以下简
称为浮点）信息。它由三节组成（这三节并不完全相关）。第一节第 2 页的“舍入误差”
讨论对加、减、乘、除基本运算使用不同舍入策略的含义。它还包含有关衡量舍入误差的
两种方法 ulp 和相对误差的背景信息。第二节讨论 IEEE 浮点标准，该标准正被商业硬件
制造商迅速接受。IEEE 标准中包括基本运算的舍入方法。对标准的讨论借助了第 2 页的
“舍入误差”部分中的内容。第三节讨论浮点与计算机系统各个设计方面之间的关联。主
题包括指令集设计、优化编译器和异常处理。 

作者已尽力避免在不给出正当理由的情况下来声明浮点，这主要是因为证明将产生较为
复杂的基本计算。对于那些不属于文章主旨的说明，已将其归纳到名为 “详细信息”的
章节中，您可以视实际情况选择跳过此节。另外，此节还包含了许多定理的证明。每个证
明的结尾处均标记有符号 ❚。如果未提供证明， ❚ 将紧跟在定理声明之后。 

D.3 舍入误差 
将无穷多位的实数缩略表示为有限位数需要使用近似。即使存在无穷多位整数，多数程序
也可将整数计算的结果以 32 位进行存储。相反，如果指定一个任意的固定位数，那么多
数实数计算将无法以此指定位数精准表示实际数量。因此，通常必须对浮点计算的结果进
行舍入，以便与其有限表示相符。舍入误差是浮点计算所独有的特性。第 4 页的 “相对
误差和 Ulp”章节说明如何衡量舍入误差。 

既然多数浮点计算都具有舍入误差，那么如果基本算术运算产生的舍入误差比实际需要
大一些，这有没有关系？该问题是贯穿本章节的核心主题。第 5 页的 “保护数位”章节
讨论保护数位，它是一种减少两个相近的数相减时所产生的误差的方法。 IBM 认为保护
数位非常重要，因此在 1968 年它将保护数位添加到 System/360 架构的双精度格式（其
时单精度已具有保护数位），并更新了该领域中所有的现有计算机。下面两个示例说明了
保护数位的效用。 

IEEE 标准不仅仅要求使用保护数位。它提供了用于加、减、乘、除和平方根的算法，并
要求实现产生与该算法相同的结果。因此，将程序从一台计算机移至另一台计算机时，如
果这两台计算机均支持 IEEE 标准，那么基本运算的结果逐位相同。这大大简化了程序的
移植过程。在第 10 页的 “精确舍入的运算”中介绍了此精确规范的其他用途。 
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D.3.1 浮点格式

已经提议了几种不同的实数表示法，但是到目前为止使用 广的是浮点表示法。1 浮点表
示法有一个基数 β（始终假定其为偶数）和一个精度 p。如果 β = 10、p = 3，则将数 0.1
表示为 1.00 × 10-1。如果 β = 2、 p = 24，则无法准确表示十进制数 0.1，但是它近似为
1.10011001100110011001101 × 2-4。 

通常，将浮点数表示为 ± d.dd… d × βe，其中 d.dd… d 称为有效数字2，它具有 p 个数字。
更精确地说， ± d0 . d1 d2 … dp-1 × βe 表示以下数

。 (1)

术语浮点数用于表示一个实数，该实数可以未经全面讨论的格式准确表示。与浮点表示法
相关联的其他两个参数是 大允许指数和 小允许指数，即 emax 和 emin。由于存在 βp 个
可能的有效数字，以及 emax – emin + 1 个可能的指数，因此浮点数可以按

位编码，其中 后的 +1 用于符号位。此时，精确编码并不重要。

有两个原因导致实数不能准确表示为浮点数。 常见的情况可以用十进制数 0.1 说明。虽
然它具有有限的十进制表示，但是在二进制中它具有无限重复的表示。因此，当 β = 2
时，数 0.1 介于两个浮点数之间，而这两个浮点数都不能准确地表示它。一种较不常见的
情况是实数超出范围；也就是说，其绝对值大于 β ×  或小于 1.0 ×  。本文的大部
分内容讨论第一种原因导致的问题。然而，超出范围的数将在第 20 页的“无穷”和第 22
页的 “反向规格化的数”章节中进行讨论。 

浮点表示不一定是唯一的。例如， 0.01 × 101 和 1.00 × 10-1 都表示 0.1。如果前导数字不
是零（在上面的等式 (1) 中， d0 ≠ 0），那么该表示称为规格化。浮点数 1.00 × 10-1 是规
格化的，而 0.01 × 101 则不是。当 β = 2、p = 3、emin = -1 且 emax = 2 时，有 16 个规格化
浮点数，如图 D-1 所示。粗体散列标记对应于其有效数字是 1.00 的数。要求浮点表示为
规格化，则可以使该表示唯一。遗憾的是，此限制将无法表示零！表示 0 的一种自然方
法是使用 1.0 × ，因为 这样做保留了以下事实：非负实数的数值顺序对应于其浮
点表示的词汇顺序。3 将指数存储在 k 位字段中时，意味着只有 2k - 1 个值可用作指数，
因为必须保留一个值来表示 0。

请注意，浮点数中的 × 是表示法的一部分，这与浮点乘法运算不同。 × 符号的含义通过
上下文来看应该是明确的。例如，表达式 (2.5 × 10-3) × (4.0 × 102) 仅产生单个浮点乘法。

1. 其他表示法的示例有浮动斜线和有符号对数 [Matula 和 Kornerup 1985 ； Swartzlander 和 Alexopoulos 
1975]。

2. 此术语由 Forsythe 和 Moler [1967] 提出，现已普遍替代了旧术语 mantissa。

3. 这假定采用通常的排列方式，即指数存储在有效数字的左侧。
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图 D-1 β = 2、 p = 3、 e
min

  =  -1、 e
max

  = 2 时规格化的数

D.3.2 相对误差和 Ulp
因为舍入误差是浮点计算的固有特性，所以需要有一种方法来衡量此误差，这一点很重
要。请考虑使用 β = 10 且 p = 3 的浮点格式 （此格式在本节中广泛使用）。如果浮点计
算的结果是 3.12 × 10-2，并且以无限精度计算的结果是 .0314，那么您可以清楚地看到
后一位存在 2 单位的误差。同样，如果将实数 .0314159 表示为 3.14 × 10-2，那么将在
后一位存在 .159 单位的误差。通常，如果浮点数 d.d…d × βe 用于表示 z，那么将在 后
一位存在 ⏐d.d…d − (z/βe)⏐βp-1 单位的误差。4, 5 术语 ulp 将用作“ 后一位上的单位数”
的简写。如果某个计算的结果是 接近于正确结果的浮点数，那么它仍然可能存在 .5 ulp
的误差。衡量浮点数与它所近似的实数之间差值的另一种方法是相对误差，它只是用两数
之差除以实数的商。例如，当 3.14159 近似为 3.14 × 100 时产生的相对误差是
.00159/3.14159 ≈ .0005。

要计算对应于 .5 ulp 的相对误差，请注意当实数用可能 接近的浮点数  d.dd...dd × βe 近
似表示时，误差可达到 0.00...00β¢ × βe，其中 β’ 是数字 β/2，在浮点数的有效数字中有 p
单位，在误差的有效数字中有 p 单位个 0。此误差是 ((β/2)β-p) × βe。因为形式为 d.dd…dd
× βe 的数都具有相同的绝对误差，但具有介于 βe 和 β × βe 之间的值，所以相对误差介于
((β/2)β-p) × βe/βe 和 ((β/2)β-p) × βe/βe+1 之间。即，

(2)

特别是，对应于 .5 ulp 的相对误差可能随因子 β 的不同而有所变化。此因子称为浮动系
数。将 ε = (β/2)β-p 设置为上面 (2) 中的上限，表明：将一个实数舍入为 接近的浮点数
时，相对误差总是以 e （称为机器 ε）为界限。 

在上例中，相对误差是 .00159/3.14159 ≈ .0005。为了避免此类较小数，通常将相对误差
表示为一个因子乘以 ε 的形式，在此例中 ε = (β/2)β-p = 5(10)-3 = .005。因此，相对误差
将表示为 (.00159/3.14159)/.005) ε ≈ 0.1ε。 

以实数 x = 12.35 为例说明 ulp 与相对误差之间的差异。将其近似为  = 1.24 × 101。误
差是 0.5 ulp，相对误差是 0.8ε。接下来，将考虑有关数字 8 的计算  。精确值是 8x =
98.8，而计算值是 8  = 9.92 × 101。误差是 4.0 ulp，相对误差仍然是 0.8ε。尽管相对误
差保持不变，但以 ulp 衡量的误差却是原来的 9 倍。通常，当基数为 β 时，以 ulp 表示
的固定相对误差可按 大因子 β 进行浮动。反之，如上述公式 (2) 所示，固定误差 .5 ulp
导致相对误差可按 β 进行浮动。

4. 除非数 z 大于 +1 或小于  。否则在另行通知之前，将不会考虑以此方式超出范围的数。

5. 假设 z’ 是近似 z 的浮点数。那么， ⏐d.d…d - (z/βe)⏐βp-1 将等价于 ⏐z’-z⏐/ulp(z’)。衡量误差的更精确公式是 
⏐z’-z⏐/ulp(z)。 – 编辑者 
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衡量舍入误差的 常用方法是以 ulp 表示。例如，舍入为 接近的浮点数相当于一个小
于或等于 .5 ulp 的误差。但是，在分析由各种公式导致的舍入误差时，使用相对误差是
一种较好的方法。在第 38 页的“证明” 章节中的分析很好地说明了这一点。由于浮动因
子 β 的关系， ε 可能会过高估计舍入为 接近浮点数的效果，所以在使用较小 β 的计算
机上，对公式的误差估计更为精确。 

在仅关心舍入误差的大小顺序时，ulp 和 ε 可以互换使用，因为它们只是在因子 β 上有差
异。例如，在浮点数的误差为 n ulp 时，这意味着受影响的位数是 logβ n。如果某个计算
的相对误差是 nε，那么

受影响的数字是 ≈ logβ n。 (3)

D.3.3 保护数位

计算两个浮点数之差的一种方法是：精确计算二者之差，然后将其舍入为 接近的浮点
数。如果两个操作数的大小差别非常大，那么系统开销将也随之上升。假定 p = 3， 2.15
× 1012 – 1.25 × 10-5 将计算为

x = 2.15 × 1012 

y = .0000000000000000125 × 1012

x - y = 2.1499999999999999875 × 1012

它舍入为 2.15 × 1012。浮点硬件通常按固定位数执行运算，而不是使用所有这些数字。假
定保留位数是 p，并且在右移较小的操作数时，只是舍弃数字 （与舍入相对） 。那么，
2.15 × 1012 – 1.25 × 10-5 将变为

x = 2.15 × 1012 

y = 0.00 × 1012

x - y = 2.15 × 1012

结果是完全相同的，就好像先对差值进行精确计算，然后再进行舍入。请看另一个示例：
10.1 – 9.93。它将变成

x = 1.01 × 101 

y = 0.99 × 101

x – y = .02 × 101

正确结果是 .17，因此计算差值的误差是 30 ulp，而且每一个数字均不正确：误差可以达
到多大程度？

D.3.3.1 定理 1

使用带有参数 β 和 p 的浮点格式，并使用 p 数字计算差值，结果的相对误差可能与 β – 1
一样大。 
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D.3.3.2 证明

当 x = 1.00…0 和 y = .ρρ…ρ 时，表达式 x - y 中的相对误差为 β - 1，其中 ρ = β - 1。此
处， y 具有 p 数字（均等于 ρ）。精确差值是 x - y = β-p。然而，如果仅使用 p 数字计算
结果，那么位于 y 右侧的数字将被舍弃，因此计算差值是 β-p+1。因此，误差是 
β-p – β-p+1 = β-p (β - 1)，相对误差是 β-p(β – 1)/β-p = β – 1。 ❚

当 β=2 时，相对误差可能与结果一样大；当 β=10 时，相对误差可能是结果的 9 倍。换言
之，当 β=2 时，公式 (3) 显示受影响的位数是 log2(1/ε) = log2(2p) = p。即，结果中所有 p
数字都是错误的！假定再添加一个数字（保护数位）以避免发生这种情况。即，将较小数
截断为 p + 1 数字，然后将相减的结果舍入为 p 数字。使用保护数位后，上例将变为

x = 1.010 × 101

y = 0.993 × 101

x – y = .017 × 101

并且结果是精确的。使用单个保护数位时，结果的相对误差可能大于 ε（例如位于 110 – 8.59
中）。 

x = 1.10 × 102 

y = .085 × 102

x - y = 1.015 × 102

它舍入为 102，与正确结果 101.41 相比，相对误差为 .006，大于 ε = .005。通常，结果的
相对误差只能比 ε 稍大。更为精确的方法是，

D.3.3.3 定理 2

如果 x 和 y 均是使用参数 β 和 p 形式表示的浮点数，并且使用 p + 1 数字 （即，一个保
护数位）执行减法操作，那么结果中的相对舍入误差将小于 2ε。 

此定理将在第 38 页的“舍入误差”中证明。在上述定理中包括了加法运算，因为 x 和 y
可以是正数或负数。 

D.3.4 抵消

可以这样总结上一节：在不使用保护数位的情况下，如果在两个相近数之间执行减法，那
么产生的相对误差会非常大。换言之，对包含减法运算 （或在具有相反符号的数量之间
进行加法运算）的任何表达式求值均可能产生较大的相对误差，以至所有数字将变为无意
义（定理 1）。如果在两个相近数之间执行减法，那么操作数中的 高有效数位将因为相
等而彼此抵消。有以下两种抵消：恶性抵消和良性抵消。 
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恶性抵消发生在操作数受舍入误差的制约时。例如，在二次方程式中出现了表达式 b2 -
4ac。数量 b2 和 4ac 受舍入误差的制约，因为它们是浮点乘法的结果。假定将它们舍入为

接近的浮点数，因此它们的准确性使误差保持在 .5 ulp 之内。它们相减时，抵消可能
会导致许多精确数字消失，而留下受舍入误差影响的数字。因此，差值的误差可能是许多
个 ulp。以 b = 3.34，a = 1.22，c = 2.28 为例。b2 - 4ac 的精确值是 .0292。但是 b2 舍入为
11.2，4ac 舍入为 11.1，因此 终结果是 .1，误差是 70 ulp（即使 11.2 - 11.1 的精确结果
等于 .1）6。减法运算并未引入任何误差，而是显示出先前乘法运算中引入的误差。

良性抵消发生在精确已知数量之间执行减法运算时。如果 x 和 y 没有舍入误差，依据定
理 2 可知，若使用保护数位执行减法运算，那么差值 x-y 的相对误差会非常小 （小于
2ε）。

有时，表现出恶性抵消的公式可以通过重新整理的方式来消除此问题。我们还是以二次公
式为例

(4)

当 ，则  不会产生抵消，而且

。 

但是公式之一内的另一加法运算 （减法运算）将具有恶性抵消。要避免此类情况发生，
请将 r1 的分子和分母乘以

对于 r2 进行类似处理，得到

(5)

如果  且 b > 0，则使用公式 (4) 计算 r1 将产生抵消。因此，使用公式 (5) 计算 r1，
使用 (4) 计算 r2。另一方面，如果 b < 0，则使用 (4) 计算 r1，使用 (5) 计算 r2。 

表达式 x2 - y2 是表示出恶性抵消的另一公式。将它计算为 (x - y)(x + y) 更为精确。7 与二
次方程式不同，这一改进的形式仍然包含减法运算，但是它是数量的良性抵消 （没有舍
入误差），而不是恶性抵消。依据定理 2， x – y 中的相对误差 大为 2ε。对于 x + y，也
同样正确。将两个具有较小相对误差结果的数量相乘，会产生具有较小相对误差的乘积
（请参见第 38 页的 “舍入误差”章节）。 

6. 700，而不是 70。因为 .1 - .0292 = .0708，以 ulp(0.0292) 表示的误差是 708 ulp。 - 编辑者

7. 虽然表达式 (x – y)(x + y) 不产生恶性抵消，但是，如果符合以下两个条件之一，其精确程度要比 x2  y2 稍差：
或  。在这种情况下， (x - y)(x + y) 具有三个舍入误差，但是 x2 - y2 只有两个舍入误差，因为计算 

x2 和 y2 中的较小者时产生的舍入误差不影响 终的减法运算。

r1
b– b2 4ac–+

2a
--------------------------------------- r2, b– b2 4ac––

2a
---------------------------------------= =

b2 ac» b2 4ac–

b2 4ac– b≈

b– b2 4ac––

r1
2c

b– b2 4ac––
--------------------------------------- r2, 2c

b– b2 4ac–+
---------------------------------------= =

b2 ac»

x y» x y«
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为避免将精确值与计算值相混淆，特采用以下表示法。 x  y 表示计算的差值 （即具有
舍入误差），而 x – y 表示 x 和 y 的精确差值。类似地， ⊕、 ⊗ 和  分别表示计算的加
法、乘法和除法。全大写函数表示函数的计算值，如 LN(x) 或 SQRT(x)。小写函数和
传统数学符号表示其精确值，如 ln(x) 和  。

虽然 (x  y) ⊗ (x ⊕ y) 与 x2 – y2 极为近似，但是浮点数 x 和 y 本身可能近似为某些真实
数量：  和  。例如，  和  可能是精确已知的十进制数，且无法用二进制精确表示。在
这种情况下，即使 x y 与 x – y 极为近似，与真实表达式  相比，它也可能具有较
大的相对误差，因此 (x + y)(x – y) 相对 x2 – y2 的优势就不那么明显了。因为计算
(x + y)(x - y) 与计算 x2 - y2 的工作量几乎相同，所以在这种情况下前者明显是首选的形
式。然而在一般情况下，如果将恶性抵消替换为良性抵消会产生较大的开销，那么这种做
法是不值得的，因为输入通常是（但不总是）一个近似值。但是，即使数据是不精确的，
完全消除抵消 （如在二次方程式中）也是值得做的。本文始终假定算法的浮点输入是精
确的，而且计算结果尽可能精确。

表达式 x2 – y2 在重新写为 (x – y)(x + y) 时更为精确，因为恶性抵消被良性抵消所替换。
接下来恶性抵消公式示例更为有趣，可以将公式进行改写，以便仅表示出良性抵消。 

三角形面积可以直接用其各边 a、 b 和 c 的长度表示，如下所示：

(6)

（假设三角形非常平坦，即 a ≈ b + c。那么 s ≈ a，公式 (6) 中的项 (s - a) 减去两个邻近的
数，其中一个可能有舍入误差。例如，如果 a = 9.0、b = c = 4.53、s 的正确值为 9.03，并
且 A 为 2.342.... 即使计算出的值 s (9.05) 的误差只有 2 ulps，计算出的值 A 也为 3.04，
误差为 70 ulps。 

有一种方法可以改写公式 (6)，以便它返回精确结果，甚至对于平坦的三角形也是这样
[Kahan 1986]。即

(7)

如果 a、b 和 c 不满足 a ≥ b ≥ c，那么在应用 (7) 之前请将它们重命名。检查 (6) 和 (7) 右
侧是否是代数恒等是一项非常简单的工作。使用上述 a、 b 和 c 的值得出的计算面积是
2.35，其误差是 1 ulp，比第一个公式要精确得多。

对于此示例来说，虽然公式 (7) 比 (6) 要精确得多，但是了解 (7) 在通常情况下的执行情
况是非常必要的。 

D.3.4.1 定理 3

由于减法运算是使用保护数位执行的 (e ≤ .005)，且计算的平方根在 1/2 ulp 内，所以使用
(7) 计算三角形面积时产生的舍入误差 大为 11ε。 

x

x̂ ŷ x̂ ŷ
x̂ ŷ–

A s s a–( ) s b–( ) s c–( ) …… s, a b c+ +( ) 2⁄= =其中

A
a b c+( )+( ) c a b–( )–( ) c a b–( )+( ) a b c–( )+( )

4
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- a b c≥ ≥,=
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条件 e < .005 几乎在每个实际的浮点系统中都能得到满足。例如，当 β = 2 且 p ≥ 8 时，
可确保 e < .005 ；当 β = 10 时， p ≥ 3 已足够。 

在命题（如定理 3）中讨论表达式的相对误差时，认为表达式是使用浮点运算计算的。特
别是，相对误差实际上是由以下表达式产生的：

SQRT((a ⊕ (b ⊕ c)) ⊗ (c (a  b)) ⊗ (c ⊕ (a  b)) ⊗ (a ⊕ (b  c)))  4 (8)

由于 (8) 的繁琐性，在定理的陈述中我们通常采用 E 的计算值，而不是写出带有圆形符号
的 E。

误差界限通常是非常保守的。在上述数值示例中，(7) 的计算值是 2.35，与真实值 2.34216
相比，相对误差是 0.7ε，这比 11ε 要小得多。计算误差界限的主要原因不是获得精确界
限，而是检验公式是否不包含数值问题。 

请看 后一个示例：可以改写为使用良性抵消的表达式 (1 + x)n，其中  。此表达式
出现在金融计算中。以每天将 100 美元存入一个银行帐户为例，其年利率为 6%，每天按
复利计算。如果 n = 365 且 i = .06，那么在年底时累积的金额为

100

美元。如果这是使用 β = 2 和 p = 24 进行计算的，那么结果将是 37615.45 美元，与精确
结果 37614.05 美元相比，差额为 1.40 美元。导致此问题的原因很明显。表达式 1 + i/n
将导致 1 和 .0001643836 相加，这样会丢失 i/n 的低位。将 1 + i/n 扩大到 n 次幂时，将
扩大此舍入误差。 

这个令人头痛的表达式 (1 + i/n)n 可以改写为 enln(1 + i/n)，现在的问题是在 x 较小的情况
下计算 ln(1 + x)。一种方法是使用近似 ln(1 + x) ≈ x，在这种情况下应支付 37617.26 美
元，差额为 3.21 美元，甚至还不如使用这个直观的公式精确。但是，有一种方法可以非
常精确地计算 ln(1 + x)，如定理 4 所示 [Hewlett-Packard 1982]。使用此公式的计算结果
是 37614.07，其精确性使误差保持在两美分之内！ 

定理 4 假设 LN(x) 近似于 ln(x)，其误差在 1/2 ulp 内。它解决的问题是：当 x 很小时，
LN(1 ⊕ x) 不接近于 ln(1 + x)，因为 1 ⊕ x 在 x 的低位中丢失了信息。也就是说，在以下
情况下， ln(1 + x) 的计算值不接近于其实际值： 。

D.3.4.2 定理 4

 在使用公式 

x 1«

1 i n⁄+( )n 1–
i n⁄

-------------------------------

x 1«

1 x+( )ln

x 1 x⊕ 1=

x 1 x+( )ln
1 x+( ) 1–
--------------------------- 1 x 1≠⊕

⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

=

对于

对于
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计算 ln(1 + x) 的情况下，如果 0 ≤ x < 3/4，减法运算是使用保护数位 (e < 0.1) 执行的，
且 ln 的计算值误差在 1/2 ulp 之内，则相对误差 大为 5ε。 

此公式适用于 x 的任意值，但仅与  有关，这就是简易公式 ln(1 + x) 中出现恶性抵
消的地方。虽然此公式看起来可能有些神秘，但是一个简单的解释就可以说明它的工作原
理。将 ln(1 + x) 写为

. 

可以精确计算左侧因子，但是在将 1 和 x 相加时右侧因子 µ(x) = ln(1 + x)/x 将产生较大
的舍入误差。然而，µ 几乎是恒定的，因为 ln(1 + x) ≈ x。因此，稍微改变 x 不会引入很
大误差。换句话说，如果 ，计算  将与 xµ(x) = ln(1 + x) 极为近似。是否存在
一个  的值，使用它可以精确计算  和 ？是的；该值是  = (1 ⊕ x)  1，因为使
用该值后 1 +  与 1 ⊕ x 完全相等。 

可以这样总结本节：保护数位在彼此接近且精确已知的数量相减 （良性抵消）时保证了
精确性。有时，可以通过使用良性抵消来改写产生不精确结果的公式，以便获得相当高的
数值精确性；但是，仅当使用保护数位进行减法运算时此过程才起作用。使用保护数位的
开销并不高，因为它仅仅要求将加法器加宽一位。对于 54 位双精度加法器，增加的开销
少于 2%。只需付出如此代价，您就能够运行许多算法 （如公式 (6)）来计算三角形的面
积和表达式 ln(1 + x)。虽然多数现代计算机具有保护数位，但是也有一些计算机 （如
Cray 系统）没有保护数位。 

D.3.5 精确舍入的运算 
在使用保护数位进行浮点运算时，它们不如先精确计算再舍入为 接近的浮点数那样精
确。以这种方式进行的运算将称为精确舍入的运算。8 紧邻定理 2 之前的示例显示出单个
保护数位并不总是给出精确舍入的结果。上一节给出了需要有保护数位才能正常工作的
几个算法示例。本节给出要求精确舍入的算法示例。 

到目前为止，尚未给出任何舍入的定义。舍入是很好理解的，只是如何舍入中间数有些令
人棘手；例如，应该将 12.5 舍入为 12 还是 13？一个学派将 10 个数字分成两半，使
{0, 1, 2, 3, 4} 向下舍入，使 {5, 6, 7, 8, 9} 向上舍入；因此 12.5 将舍入为 13。这是在 Digital
Equipment Corporation VAX 计算机上的舍入方式。另一学派则认为：由于以 5 结尾的
数介于两个可能的舍入数中间，向下舍入与向上舍入需视情况而定。实现这一发生概率为
50% 事件的方法之一是要求舍入结果的 低有效数字为偶数。因此 12.5 舍入为 12 而不
是 13，因为 2 是一个偶数。其中的哪种方法是 佳的，是向上舍入还是舍入为偶数？
Reiser 和 Knuth [1975] 倾向于舍入为偶数，并提供了以下理由。 

8. 通常也称为正确舍入的运算。 – 编辑者 

x 1«

x ln 1 x+( )
x

-----------------------⎝ ⎠
⎛ ⎞ xµ x( )=

x̃ x≈ xµ x̃( )
x̃ x̃ x̃ 1+ x̃

x̃
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D.3.5.1 定理 5

假设 x 和 y 是浮点数，并定义 x0 = x, x1 = (x0  y) ⊕ y, …, xn = (xn-1 y) ⊕ y。如果使
用舍入为偶数精确舍入 ⊕ 和 ，那么对于所有 n，xn = x ；对于所有 n ≥ 1，xn = x1。❚

为了阐明此结果，请以 β = 10， p = 3 为例，并令 x = 1.00， y = -.555。当进行向上舍入
时，该序列将变成

x0  y = 1.56, x1 = 1.56  .555 = 1.01, x1 y = 1.01 ⊕ .555 = 1.57,

xn 的每个连续值都将增加 .01，直至 xn = 9.45 (n ≤ 845)9 为止。在使用舍入为偶数的情况
下， xn 始终是 1.00。此示例说明：在使用向上舍入规则时，计算可能会逐渐向上漂移，
而依据此定理，这种情况在使用舍入为偶数时不会发生。本文的其余部分将使用舍入为偶
数。 

精确舍入的应用之一是执行多种精度运算。有两种基本方法可以获得较高的精度。一种方
法使用极大的有效数字表示浮点数，将有效数字存储在字元数组中，并用汇编语言编写用
于处理这些数的例程的代码。第二种方法将更高精度的浮点数表示为普通浮点数的数组，
在其中增加无限精度的数组元素以便恢复高精度浮点数。此处将讨论第二种方法。使用浮
点数的数组的优点是：可以使用高级语言编写其可移植代码，但是它要求精确舍入的运
算。

在此系统中乘法的关键是将积 xy 表示为和，其中每个被加数都具有与 x 和 y 相同的精
度。通过拆分 x 和 y，可以做到这一点。编写 x = xh + xl 和 y = yh + yl，则精确乘积为

xy = x
h

y
h
 + x

h
 y

l
 + x

l
 y

h
 + x

l
 y

l 
。

如果 x 和 y 具有 p 位有效数字，那么被加数也将具有 p 位有效数字，但条件是 xl、 xh、
yh、 yl 可以使用 [p/2] 位来表示。当 p 是偶数时，很容易找到一种拆分方法。数 x0.x1 …
xp - 1 可以写为 x0.x1 … xp/2 - 1 和 0.0 … 0xp/2 … xp - 1 之和。当 p 是奇数时，这一简单的
拆分方法将不起作用。但是，通过使用负数可以获得额外位。例如，如果 β = 2，p = 5 且
x = .10111，那么 x 可以拆分为 xh = .11 和 xl = -.00001。拆分数的方法不止一种。一种易
于计算的拆分方法是由 Dekker [1971] 提出的，但它需要多个单个保护数位。 

D.3.5.2 定理 6

假设 p 是浮点精度，要求在 β > 2 时 p 是偶数，并假设浮点运算是精确舍入的。那么，如
果 k = [p/2] 是精度的一半 （向上舍入）且 m = βk + 1，则可以将 x 拆分为 x = xh + xl，
其中 

xh = (m ⊗ x) (m ⊗ x  x), xl = x  xh,

每个 xi 是可以使用 [p/2] 位精度表示的。 

9. 当 n = 845 时， xn= 9.45， xn + 0.555 = 10.0， 10.0 - 0.555 = 9.45。因此，当 n > 845 时， xn = x845。
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为了在示例中说明此定理的应用，可令 β = 10，p = 4，b = 3.476，a = 3.463，c = 3.479。
那么，b2 – ac 在舍入为 接近的浮点数时是 .03480，而 b ⊗ b = 12.08，a ⊗ c = 12.05，因
此 b2 – ac 的计算值是 .03。这样，误差就是 480 ulp。使用定理 6 编写 b = 3.5 – .024，a =
3.5 - .037 和 c = 3.5 - .021， b2 将变成 3.52 – 2 × 3.5 × .024 + .0242。每个被加数都是精确
的，因此 b2 = 12.25 – .168 + .000576，此时未计算其中的和。类似地， ac = 3.52 – (3.5 ×
.037 + 3.5 × .021) + .037 × .021 = 12.25 – .2030 +.000777。 后，将这两个数列逐项相减
将为 0 ⊕ .0350 .000201 = .03480 的 b2 – ac 得出估计值，它与精确舍入的结果完全相
同。为了说明定理 6 确实需要精确舍入，请假设 p = 3，β = 2，x = 7。那么，m = 5，mx
= 35，m ⊗ x = 32。如果使用单个保护数位进行减法运算，那么 (m ⊗ x)  x = 28。因此，
xh = 4， xl = 3，由此得出 xl 不能用 [p/2] = 1 位表示。 

作为精确舍入的 后一个示例，假设用 10 除 m。结果是一个浮点数，一般情况下将不等
于 m/10。当 β = 2 时，用 10 乘 m/10 将复原 m，条件是使用了精确舍入。实际上，一
个更为常规的事实（由 Kahan 提出）是正确的。其证明非常巧妙，但对此细节不感兴趣
的读者可以直接跳至第 14 页的 “IEEE 标准”章节。

D.3.5.3 定理 7

当 β = 2 时，如果 m 和 n 是整数，且 |m| < 2p - 1，n 具有特殊形式 n = 2i + 2j，那么 (m
 n) ⊗ n = m，条件是浮点运算是精确舍入的。 

D.3.5.4 证明

换算为 2 的幂次方不会产生不良影响，因为这样仅改变指数，而不改变有效数字。如果 q
= m/n，那么按比例缩放为 n 以便 2p - 1 ≤ n < 2p，并按比例缩放为 m 以便 1/2 < q < 1。
因此， 2p - 2 < m < 2p。因为 m 具有 p 个有效位，所以在二进制点右侧它 多有一位。改
变 m 的符号不会产生不良影响，因此假设 q > 0。

如果  = m  n，那么要证明此定理需要得到

 (9)

这是因为在二进制点右侧 m 多具有 1 位，因此 n  将舍入为 m。为了处理 |n   - m|
= 1/4 时的中间情况，请注意，由于初始的未缩放的 m 具有 |m| < 2p - 1，其低位是 0，
因此已缩放的 m 的低位也是 0。因此，中间情况将舍入为 m。 

假定 q = .q1q2 …，并假设  = .q1q2 … qp1。要估算 |n   - m|，请首先计算

|  - q| = |N/2p + 1 - m/n|，

q

nq m–
1
4
---≤

q q

q̂ q

q̂
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其中 N 是一个奇数整数。因为 n = 2i + 2j 且 2p - 1 ≤ n < 2p，所以对于某些 k ≤ p - 2 一定
存在 n = 2p - 1 + 2k，因此

。

分子是一个整数，并且因为 N 是一个奇数，所以实际上它是一个奇数整数。因此，

|  - q| ≥ 1/(n2p + 1 - k)。 

假设 q < （与 q >  的情况是类似的）。10 那么， n

 < m， 

|m-n |= m-n  = n(q- ) = n(q-(  -2-p-1)) ≤ 

=(2p-1+2k)2-p-1–2-p-1+k = 

这将得到 (9) 并证明此定理。11  ❚

只要将 2i + 2j 替换为 βi + βj，此定理对于任何基数 β 都是成立的。但是，随着 β 的增大，
βi + βj 形式的分母差值将越来越大。 

我们现在可以回答以下问题：如果基本算术运算引入比所需稍大的舍入误差，这有没有关
系？答案是确实有关系，因为通过精确的基本运算我们可以证明公式在具有较小相对误
差的情况下是“正确的”。在此意义上，第 6 页的 “抵消”章节讨论了几种算法，它们
需要保护数位以便产生正确结果。但是，如果这些公式的输入是用不精确的方式表示的
数，那么定理 3 和定理 4 的限制就不需要太注意了。原因是：如果 x 和 y 仅仅是某些衡
量数量的近似，那么良性抵消 x – y 可能变为恶性抵消。但是，即使对于不精确的数据，
精确运算也是有用的；因为通过精确运算我们可以建立精确关系 （如定理 6 和定理 7 中
所讨论的那些关系）。即使每个浮点变量只是某个实际值的近似，精确运算也是有用的。 

10.请注意，在二进制  q 不能等于  。 – 编辑者 

11.作为练习留给读者：将证明扩展到不是 2 的基数。 - 编辑者 

q̂ q– nN 2p 1+ m–

n2p 1+
------------------------------- 2p 1– k– 1+( )N 2p 1 k–+ m–

n2p 1 k–+
---------------------------------------------------------------------------= =

q̂

q̂ q̂

q̂

q

q q q q̂ n 2
p– 1– 1

n2
p 1 k–+

---------------------------–
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

1
4
---
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D.4 IEEE 标准 
浮点计算有两种不同的 IEEE 标准。IEEE 754 是一个二进制标准。对于单精度，它要求 β
= 2、p = 24 ；对于双精度 [IEEE 1987]，它要求 p = 53。它还指定单精度和双精度中位的
精确布局。 IEEE 854 允许 β = 2 或 β = 10。与 754 不同，它不指定如何将浮点数编码到
位中 [Cody 等 1984]。它不需要 p 的特定值，而是为单精度和双精度指定对 p 的允许值
的约束。在讨论这两个标准的公共属性时，将使用术语 IEEE 标准。 

本节简要介绍 IEEE 标准。每个小节讨论的都是标准的一个方面，以及将这方面制定为标
准的原因。本文的目的不是论述 IEEE 标准是可能的 佳浮点标准，而是将其接受为指定
标准，并介绍它的用途。有关详细信息，请查阅这些标准 [IEEE 1987 ； Cody 等 1984]。

D.4.1 格式与运算

D.4.1.1 基数

IEEE 854 允许 β = 10 的原因是显而易见的。人们就是使用基数 10 来交换和考虑数字的。
β = 10 尤其适合于计算器，每个运算的结果都由计算器以十进制显示。 

IEEE 854 要求：如果基数不是 10，就必须是 2。它这样要求有几个原因。第 4 页的“相
对误差和 Ulp”节提到了其中的一个原因：当 β 是 2 时误差分析的结果更精确，因为进
行相对误差计算时 .5 ulp 的舍入误差按 β 的因子发生变化，而且基于相对误差的误差分
析几乎始终是比较简单的。其中的原因必然与大基数的有效精度有关。以比较 β = 16、
p = 1 与 β = 2、 p = 4 为例。这两个系统的有效数字都是 4 位。判断 15/8 的计算结果。
当 β = 2 时，15 被表示为 1.111 × 23，15/8 被表示为 1.111 × 20。因此 15/8 是精确的。但
是，当 β = 16 时， 15 被表示为 F × 160，其中 F 是表示 15 的十六进制数字。但是 15/8
被表示为 1 × 160，它只有一个正确位。通常，基数 16 多可丢失 3 位，因此精度为 p 的
十六进制数字具有的有效精度低至 4p - 3，而不是 4p 个二进制位。既然大的 β 值存在这
些问题，为什么 IBM 为其 system/370 选择了 β = 16 呢？只有 IBM 才知道确切原因，但
是有两个可能的原因。第一个是增大了指数范围。 system/370 上的单精度具有 β = 16、
p = 6。因此有效数字需要 24 位。因为必须凑够 32 位，所以会为指数保留 7 位，为符号
位保留 1 位。这样，可表示数值的大小范围是从  到  =  。为了在 β = 2 时
获得类似的指数范围，需要将 9 位用于指数部分，仅为有效数字部分保留 22 位。但是，
上面刚刚指出：当 β = 16 时，有效精度可以低至 4p - 3 = 21 位。更糟的是，当 β = 2 时，
有可能获得额外的精度位 （正如本节后面所说明的情况），因此 β = 2 的计算机具有 23
个精度位，而 β = 16 的计算机则具有 21 - 24 位的精度范围。 

16 26– 1626 228
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选择 β = 16 的另一种可能原因必然与移位有关。两个浮点数进行加法运算时，如果它们
的指数不同，其中一个有效数字必须进行移位才能使小数点对齐，这将降低运算速度。在
β = 16，p = 1 的系统中，1 到 15 之间的所有数字都具有相同的指数，所以这组数字中任
意两个不同的数进行加法运算，即有 ( ) = 105 可能对时，不需要进行移位。但是，在
β = 2、p = 4 的系统中，这些数的指数范围是从 0 到 3，105 对中有 70 对需要进行移位。 

对于现今大多数硬件来讲，通过避免操作数子集进行移位而获得的性能可以忽略，因此 β
= 2 的微小波动使其成为更可取的基数。使用 β = 2 的另一个优点是有办法获得额外的有
效位。12 因为浮点数始终是规格化的，所以有效数字的 高有效位始终是 1，这样就没有
必要浪费一个表示它的存储位。使用此技巧的格式具有隐藏位。在第 3 页的“浮点格式”
中已经指出：这需要对 0 进行特殊约定。那里给出的方法是 emin – 1 的指数，全零的有效
数字不表示

，而是表示 0。

IEEE 754 单精度是用 32 位编码的，将 1 位用于符号， 8 位用于指数， 23 位用于有效数
字。但是，它使用一个隐藏位，因此有效数字是 24 位 (p = 24)，即使它仅使用 23 位进行
编码也是如此。 

D.4.1.2 精度

IEEE 标准定义了四种不同的精度：单精度、双精度、单精度扩展和双精度扩展。在 IEEE
754 中，单精度和双精度大致对应于大多数浮点硬件所提供的精度。单精度占用一个 32
位字，双精度占用两个连续的 32 位字。扩展精度是一种至少提供一点额外精度和指数范
围的格式 ( 表 D-1)。

IEEE 标准仅指定扩展精度提供多少个额外位的下界。允许的 小双精度扩展格式有时称
为 80 位格式，尽管上表显示它可以使用 79 位。原因是，扩展精度的硬件实现通常不使
用隐藏位，因此将使用 80 位而不是 79 位。13

12.这似乎是首先由 Goldberg [1967] 发表的，尽管 Knuth （[1981]，第 211 页）将此方法归功于 Konrad Zuse。

表 D-1 IEEE 754 格式参数

参数

格式

单精度 单精度扩展 双精度 双精度扩展

p 24 ≥  32 53 ≥  64

emax +127 ≥  1023 +1023  > 16383

emin -126 ≤ -1022 -1022 ≤  -16382

指数宽度 （位） 8 ≤ 11 11 ≥  15

格式宽度 （位） 32 ≥  43 64 ≥  79

13.Kahan 认为，扩展精度具有 64 位的有效数字，因为这是可以在 Intel 8087 上不增加循环时间的情况下进行进位
传送的 宽精度 [Kahan 1988]。

15
2
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该标准将扩展精度作为重中之重，没有做出有关双精度的任何建议，但是强烈建议实现应
该支持对应于所支持的 宽基本格式的扩展格式， …

使用扩展精度的一个动因来自计算器。通常计算器将显示 10 位，但在内部使用 13 位。
通过仅显示 13 位中的 10 位，计算器在用户看来就像一个按 10 位精度计算指数、余弦等
的 “黑箱”。计算器要在 10 位精度内计算诸如 exp、 log 和 cos 之类的函数，且达到合
理的效率，它需要使用几个额外位。不难找到这样一个简单的有理数表达式，它求对数近
似值的误差为 500 ulp。这样，使用 13 位进行计算就可以得出正确的 10 位结果。通过将
额外的 3 位隐藏，计算器为操作者提供了一个简单的模型。 

IEEE 标准中的扩展精度起着类似的作用。它使库可以高效地计算数量，且单（或双）精
度的误差在约 .5 ulp 内，为使用那些库的用户提供了一个简单模型，即：每个基本操作
（不管是简单的乘法运算还是对对数的调用）都会返回精确度大约在 .5 ulp 内的值。但
是，当使用扩展精度时，确保它的使用对用户透明是很重要的。例如，在计算器上，如果
显示值的内部表示没有舍入到与显示值相同的精度，则进一步运算的结果将取决于隐藏
位数，并且对用户来说似乎是不可预知的。 

以 IEEE 754 单精度与十进制之间的转换问题为例来进一步说明扩展精度。理想情况下，
将用足够位数显示单精度数，以便在将十进制数读回时可以再现单精度数。结果是 9 个
十进制位就足以再现单精度二进制数（请参见第 46 页的“二进制到十进制的转换”节）。
将十进制数再转换回它的唯一二进制表示时，小至 1 ulp 的舍入误差就是致命的，因为这
将给出错误的结果。这是一种扩展精度对于高效算法至关重要的情况。在单精度扩展可用
时，存在一种非常简单的方法，它可以将十进制数转换为单精度二进制数。首先将 9 个
十进制数字作为整数 N 读入，忽略小数点。在表 D-1, p ≥ 32，因为 109 < 232 ≈ 4.3 × 109,
N 可以用单精度扩展精确表示。接下来，找出提升 N 所需的适当幂 10P。这将是十进制
数的指数以及（到目前为止）被忽略小数点的位置的组合。计算 10|P|。如果 |P| ≤ 13，
则这也是精确表示的，因为 1013 = 213513 且 513 < 232。 后，将 N 和 10|P| 相乘 （如果
p < 0，则将它们相除） 。如果 后的这个运算是精确进行的，则将再现 接近的二进制
数。第 46 页的“二进制到十进制的转换”节说明如何精确地进行 后的相乘（或相除）。
因此，对于 |P| ≤ 13，使用单精度扩展格式，可以将 9 位十进制数转换为 接近的二进
制数 （即精确舍入的数）。如果 |P| > 13，则使用单精度扩展不足以使上述算法始终计
算出精确舍入的等价的二进制数，但是 Coonen [1984] 证明这足以保证先将二进制数转
换为十进制数而后再转换回来将再现原始的二进制数。 

如果支持双精度，则上述算法将以双精度而不是单精度扩展运行，但是将双精度转换为
17 位十进制数再转换回来将需要双精度扩展格式。 

D.4.1.3 指数

因为指数可以是正数或负数，所以必须选择某个方法来表示其符号。表示有符号数的两种
常用方法是符号 /大小和 2 的补码。符号 /大小是 IEEE 格式中用于有效数字符号的系统：
一个位用于容纳符号，其余位用来表示数的大小。 2 的补码表示通常在整数运算中使用。
在此方案中，范围 [-2p–1, 2p–1 – 1] 内的数由等于它以 2p 为模的结果的 小非负数表示。
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IEEE 二进制标准不使用其中的任一方法来表示指数，而是改用偏置的方法表示。在使用
单精度数的情况下，指数以 8 位存储，偏差是 127 （对于双精度，它是 1023）。这意味
着，如果 是被解释为无符号整数的指数位的值，则浮点数的指数是  – 127。这通常称
为无偏指数，以区别于偏离指数 . 

从表 D-1 可以知道，单精度有 emax = 127，emin = -126。其 |emin| < emax 的原因是 小数
 的倒数将不上溢。虽然 大数的倒数确实会发生下溢，但是下溢通常不如上溢

严重。第 14 页的 “基数”节解释了 emin - 1 用于表示 0，第 18 页的 “特殊数量” 将介
绍 emax + 1 的一个用途。在 IEEE 单精度中，这意味着偏离指数介于 emin – 1 = -127 和 emax
+ 1 = 128 之间，而无偏指数介于 0 和 255 之间 （这正好是可以使用 8 位表示的非负整
数）。 

D.4.1.4 运算

IEEE 标准要求精确舍入加、减、乘、除的结果。也就是说，必须先精确计算结果，然后
舍入为 接近的浮点数 （通过舍入为偶数）。第 5 页的 “保护数位”节指出：当两个浮
点数的指数有很大差异时，计算这两个浮点数的精确差或和的开销会非常大。该节介绍了
保护数位，它提供了一种在保证相对误差很小的同时计算差值的实用方法。但是，使用单
个保护数位进行计算不会总是给出与计算精确结果再进行舍入相同的结果。通过引入第
二个保护数位和第三个粘滞位，就能够以比单个保护数位稍高的成本计算差值，但是结果
是相同的，就好像是先精确计算差值再进行舍入 [Goldberg 1990]。这样，就可以高效实
施该标准。 

完全指定算术运算结果的一个原因是为了改进软件的可移植性。当一个程序在两台计算
机之间移动且这两台计算机都支持 IEEE 运算时，如果任意的中间结果出现不同，则一定
是由于软件错误，而不是运算差异。精确指定的另一优点是它使有关浮点的推理更容易进
行。有关浮点的证明已足够困难，无须处理多种运算所产生的多种情况。正如整数程序的
正确性是可以证明的，浮点程序的正确性也是可以证明的，不过在这种情况下要证明的是
结果的舍入误差符合某些界限。定理 4 就是这样的一个证明示例。当精确指定被推理的
运算时，就可以使这些证明容易得多。一旦某种算法经证明对于 IEEE 运算正确，那么它
将在支持 IEEE 标准的任何计算机上正确工作。 

Brown [1981] 曾建议了有关浮点的公理，这些公理包括大多数的现有浮点硬件。但是，
在此系统中的证明无法检验第 6 页的 “抵消”和第 10 页的 “精确舍入的运算”节中的
算法，它们需要的功能并非存在于所有硬件上。此外，与简单地定义精确执行再进行舍入
的运算相比，Brown 的公理更为复杂。因此，从 Brown 的公理证明定理通常比先假定运
算是精确舍入的再证明它们要困难。 

在浮点标准应该涉及哪些运算这一问题上，没有完全一致的意见。除了基本运算 +、 -、×
和 / 之外， IEEE 标准还指定正确舍入平方根、余数以及整数和浮点数之间的转换。它还
要求正确舍入内部格式与十进制之间的转换（非常大的数除外）。 Kulisch 和 Miranker
[1986] 曾建议将内积增加到精确指定的运算列表。他们注意到，在 IEEE 运算中计算内积
时 终结果与正确结果之差可能相当大。例如，和是内积的一种特殊情况，和 ((2 × 10-30 +
1030) – 1030) – 10-30 正好等于 10-30，但是在使用 IEEE 运算的计算机上计算结果将是 -10-30。
使用比实现快速乘数所用更少的硬件计算误差在 1 ulp 内的内积，这是可能的 [Kirchner
和 Kulish 1987]。14 15
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在标准中提到的所有运算都需要精确舍入，但十进制和二进制之间的转换除外。原因是精
确舍入所有运算的高效算法是已知的（转换除外）。对于转换，已知的 好的有效算法所
产生的结果比精确舍入的结果稍差 [Coonen 1984]。 

IEEE 标准因制表人的难题而不要求精确舍入超越函数。为了说明这一点，假定您正在制
作 4 位指数函数表。那么，exp(1.626) = 5.0835。应该将它舍入为 5.083 还是 5.084？如果
更仔细地计算，则结果变成 5.08350。然后是 5.083500。然后是 5.0835000。因为 exp 是
超越函数，所以在辨别 exp(1.626) 是 5.083500…0ddd 还是 5.0834999…9ddd 之前该过程
会继续任意长的时间。因此，指定超越函数的精度与按无限精度计算它再进行舍入所得的
精度相同是不实用的。另一种方法将是从算法上指定超越函数。但是，在所有硬件架构上
都工作良好的单个算法似乎是不存在的。有理逼近、CORDIC、16 和大表是用于当代计算
机上计算超越函数的三种不同方法。每种方法适用于不同种类的硬件，目前还没有一种算
法可以被当前广泛的硬件所接受。

D.4.2 特殊数量

在一些浮点硬件上，每种位模式都表示一个有效的浮点数。IBM System/370 就是这样的
一个示例。另一方面，VAX™ 保留一些位模式以表示称为保留操作数的特殊数。这一思想
可追溯到 CDC 6600，它具有表示特殊数量 INDEFINITE 和 INFINITY 的位模式。 

IEEE 标准继承了这一传统，它具有 NaN （不是数）和无穷大。如果不使用任何特殊数
量，则不存在处理异常情况 （例如接受负数的平方根，而不是终止计算）的好方法。在
IBM System/370 FORTRAN 中，响应计算负数 （如 -4）的平方根的默认操作导致错误
消息的打印。因为每种位模式都表示一个有效数，所以平方根的返回值一定是某个浮点
数。对于 System/370 FORTRAN，返回的是 。在 IEEE 运算中，此情况下返回
NaN。 

IEEE 标准指定了以下特殊值（请参见表 D-2）：± 0、反向规格化的数、±∞ 和 NaN（如
下一节中所述，存在多个 NaN）。这些特殊值都是使用 emax + 1 或 emin – 1 的指数进行编
码的 （已经指出 0 的指数是 emin – 1）。 

14.一些反对将内积作为一种基本运算包括在内的论点由 Kahan 和 LeBlanc [1985] 提出。

15.Kirchner 写到：在每时钟周期的一个部分乘积中，在硬件中计算误差在 1 ulp 内的内积是可能的。另外需要的
硬件可以与为获得该速度所需的乘数数组进行比较。 

16.CORDIC 是 Coordinate Rotation Digital Computer （坐标旋转数字计算机）的缩写，它是计算超越函数的一
种方法，主要使用移位和加法 （即非常少的乘法和除法） [Walther 1971]。在此方法中，另外需要的硬件可以
与获得在 Intel 8087 和 Motorola 68881 上使用的速度所需要的乘数数组进行比较。

表 D-2 IEEE 754 特殊值

指数 尾数部分 表示

 e = emin - 1  f =  0  ±0

 e = emin - 1  f ≠ 0 

4– 2=

0.f 2
emin×
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D.4.3 NaN 
按照传统，将 0/0 或  视为导致计算终止的不可恢复错误。但是，存在一些示例，表
明在这样的情况下继续进行计算是有意义的。以一个子例程为例，该子例程用于查找函数
f 所包含的零，假设此子例程为 zero(f)。按照传统，零查找器要求用户输入一个区间
[a, b]，函数是在其上定义的，零查找器将按其进行搜索。也就是说，子例程是以 zero(f,
a, b) 的形式调用的。更有效的零查找器不要求用户输入此额外信息。这种较普遍的零查
找器尤其适合于计算器，通常只是键入一个函数，然而不方便的是必须指定定义域。但
是，可以很容易地了解到大多数零查找器需要定义域的原因。零查找器是通过在各个值上
探查函数 f 来执行工作的。如果探查到 f 的定义域之外的值，则 f 的代码可能也计算
0/0 或 ，计算将停止，但未必终止零查找过程。 

通过引入称为 NaN 的特殊值，并指定诸如 0/0 和  之类的表达式计算来生成 NaN
而不是停止计算，就可以避免此问题。表 D-3 中列出了一些可以导致 NaN 的情况。这
样，当 zero(f) 在 f 的定义域之外探查时， f 的代码将返回 NaN，并且零查找器可以
继续执行。也就是说， zero(f) 未因作出错误推测而受到“惩罚”。记住此示例，就可
以很容易地了解到将 NaN 与普通浮点数结合在一起的结果应该是什么。假定 f 的 后
一条语句是 return(-b + sqrt(d))/(2*a)。如果 d < 0，则 f 应该返回 NaN。因为
d < 0，所以 sqrt(d) 是一个 NaN，而且 -b + sqrt(d) 将是一个 NaN （如果 NaN
和任何其他数的和是 NaN）。类似地，如果除法运算的一个操作数是 NaN，则商应该是
NaN。通常，每当 NaN 参与浮点运算时，结果都是另一 NaN。 

编写不要求用户输入定义域的零解算程序的另一方法是使用信号。零查找器可以为浮点
异常安装一个信号处理程序。这样，如果 f 在其定义域之外进行计算且引发了一个异常，
则将控制权返回给零解算程序。此方法的问题是每种语言都具有不同的信号处理方法（如
果它有一个方法的话），因而不具备可移植性。 

 emin  ≤  e ≤ emax  —  1.f × 2e

 e = emax + 1  f =  0  ±∞

 e = emax + 1  f ≠ 0  NaN

表 D-3 产生 NaN 的运算

操作 产生 NaN 的表达式

+  ∞ + (- ∞)

×  0 × ∞

/  0/0, ∞/∞

REM  x REM 0, ∞ REM y

（当 x < 0 时）

表 D-2 IEEE 754 特殊值 ( 续 )

指数 尾数部分 表示

1–

1–

1–

x

What Every Computer Scientist Should Know About Floating-Point Arithmetic D-19



在 IEEE 754 中，通常将 NaN 表示为带有指数 emax + 1 和非零有效数字的浮点数。实现
可以自由地将系统相关的信息置入有效位。这样，就不存在唯一的 NaN，而是整个系列
的 NaN。将 NaN 和普通浮点数结合在一起时，结果应该与 NaN 操作数相同。因此，如
果长计算的结果是 NaN，则有效数字中的系统相关信息将是生成计算中的第一个 NaN
时产生的信息。实际上，对于 后一条语句，有一个防止误解的说明。如果两个操作数都
是 NaN，则结果将是其中的一个 NaN，但它可能不是首先生成的 NaN。 

D.4.3.1 无穷

正如 NaN 提供了一种在遇到诸如 0/0 或  之类的表达式时继续进行计算的方法一
样，无穷大提供了一种在发生上溢时继续执行的方法。这比仅返回可表示的 大数要安全
得多。以计算  为例，此时 β = 10， p = 3 且 emax = 98。如果 x = 3 × 1070 并且 y
= 4 × 1070，则 x2 将发生上溢，并被替换为 9.99 × 1098。类似地， y2 和 x2 + y2 都将依次
上溢，并由 9.99 × 1098 替换。因此， 终结果将是 ，该结果
绝对是错误的：正确结果应该是 5 × 1070。在 IEEE 运算中， x2 的结果是 ∞， y2、 x2 + y2

和   也是这样。因此 终结果是 ∞，这比返回根本不接近于正确结果的普通浮点
数要安全。17

用 0 除 0 会产生一个 NaN。但是，用一个非零数去除以零则会返回无穷大：1/0 = ∞， -
1/0 = -∞。这一区别的原因是：如果在 x 接近某个极限时 f(x) → 0 且 g(x) → 0，则
f(x)/g(x) 可以具有任意值。例如，如果 f(x) = sin x 且 g(x) = x 时，则当 x → 0 时 f(x)/g(x)
→ 1。但是，如果 f(x) = 1 - cos x，则 f(x)/g(x) → 0。将 0/0 视为两个非常小的数的商的
极限情况时，0/0 可以表示任意数。因此，在 IEEE 标准中，0/0 产生一个 NaN。但是，
如果 c > 0， f(x) → c，且 g(x)→0，则对于任意分析函数 f 和 g， f(x)/g(x) → ±∞。如果对
于小的 x，存在 g(x) < 0，则 f(x)/g(x) → -∞，否则极限是 +∞。因此，IEEE 标准定义 c/0
= ±∞ （只要 c ≠ 0）。通常情况下， ∞ 的符号取决于 c 的符号和 0 的符号，这样 -10/0 =
-∞，而 -10/-0 = +∞。您可以区分因上溢而得到 ∞ 和因除以零而得到的 ∞，方法是检查状
态标志（将在第 26 页的“标志”节中详细讨论）。在第一种情况下将设置上溢标志，而
在第二种情况下设置除以零标志。 

对于将无穷大作为操作数的运算，确定其结果的规则比较简单：将无穷大替换为有限数 x
并将极限视为 x → ∞。因此， 3/∞ = 0，因为

。 

类似地，4 – ∞ = -∞， = ∞。当极限不存在时，结果是 NaN，因此 ∞/∞ 将是一个 NaN
（表 D-3 包含其他示例）。这与用于得出 0/0 应为 NaN 的结论的推理是一致的。 

17.细微的要点：虽然默认情况下 IEEE 运算会将发生上溢的数据舍入为 ∞，但是更改这一默认设置是可能的
（请参见第 26 页的 “舍入模式”）

1–

x2 y2+

9.99 1098× 3.16 1049×=

x2 y2+

3 x⁄
x ∞→
lim 0=

∞
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当子表达式计算为 NaN 时，整个表达式的值也是 NaN。但是，对于 ±∞ 的情况，表达
式的值可能是一个普通的浮点数，因为存在类似 1/∞ = 0 的规则。下面是利用无穷大运
算规则的实际示例。以计算函数 x/(x2 + 1) 为例。这个公式并不好，因为不仅它在 x 大于

，但是无穷大运算规则将给出错误的答案，因为生成的结果为 0，而不是一个
接近 1/x 的数。但是，x/(x2 + 1) 可被重写为 1/(x + x-1)。这一改进的表达式将不会过早
上溢，并且由于运用无穷大运算规则，当 x = 0: 1/(0 + 0-1) = 1/(0 + ∞) = 1/∞ = 0 时将生
成正确的值。如果不运用无穷大运算规则，表达式 1/(x + x-1) 需要对 x = 0 进行测试，这
不仅会增加额外的指令，而且也会中断流水线作业。此示例证明一种常规情况，即无穷大
运算规则通常无需进行特殊情况检查；但是，需要对公式进行仔细检查以确保它们在无
穷大时不会执行伪行为 （如 x/(x2 + 1) 时那样）。 

D.4.3.2 有符号零

零是由指数 emin – 1 和零有效位数表示的。由于符号位可以具有两个不同的值，所以有两
个零：+0 和 -0。如果在比较 +0 和 -0 时进行了区分，则类似 if (x = 0) 的简单测试将
具有非常不可预知的行为，具体取决于 x 的符号。因此，IEEE 标准定义比较，以便 +0 =
-0，而不是 -0 < +0。虽然忽略零的符号始终是可能的，但是 IEEE 标准没有这样做。当
乘法或除法涉及有符号的零时，在计算结果符号时就可以应用通常的符号规则。因此，
3⋅(+0) = +0， +0/-3 = -0。如果零没有符号，则在 x = ±∞ 时关系 1/(1/x) = x 将无法成
立。原因是 1/-∞ 和 1/+∞ 的结果都是 0，而 1/0 的结果是 +∞，符号信息已经丢失。恢
复恒等式 1/(1/x) = x 的一种方法是仅具有一种无穷大，但是那将导致丢失上溢数量的符
号的灾难性结果。 

使用有符号零的另一示例涉及下溢和在 0 处具有不连续性的函数（如 log）。在 IEEE 运
算中，当 x < 0 时将 log 0 = -∞ 和 log x 定义为 NaN 是自然的。假设 x 表示一个已经下
溢到零的小负数。由于使用了有符号零，因此 x 将是负的，这样 log 可以返回 NaN。但
是，如果不存在有符号零，则 log 函数无法区分下溢的负数与 0，因此将不得不返回 -∞。
在 0 处具有不连续性的函数的另一示例是 signum 函数，它返回数的符号。 

有符号零的 值得关注的用途很可能出现在复杂运算中。举一个简单的例子，假设等式
 。当 z ≥ 0 时，这肯定是正确的。如果 z = -1，很明显计算结果给出

  和  。因此会出现：  ！可以将
此问题归因于以下事实：平方根是多值的，没有方法来选择值，因此它在整个复平面中是
连续的。但是，如果不考虑包括所有负实数的分支切割，则平方根是连续的。这样，就留
下了如何处理负实数的问题，负实数的形式为 -x + i0，其中 x > 0。有符号零提供了解决
此问题的完美方法。形式为 x + i(+0) 的数具有一个符号 ，分支切割另一侧上形式
为 x + i(-0) 的数字具有另一符号  。事实上，计算  的自然公式将给出这些结
果。 

返回到  。如果 z =1 = -1 + i0，那么

1/z = 1/(-1 + i0) = [(-1- i0)]/[(-1 + i0)(-1 - i0)]  = (-1 -- i0)/((-1)2 - 02)  = -1 + i(-0)，

ββ
emax 2⁄

1 z⁄ 1 z( )⁄=
1 1–( )⁄ 1– i= = 1 1–( )⁄ 1 i⁄ i–= = 1 z⁄ 1 z( )⁄≠

i x( )
i x–( )

1 z⁄ 1 z( )⁄=
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并且所以 ，而  。这样，IEEE 运算为所有
z 保持了此恒等式。一些更复杂的示例由 Kahan [1987] 给出。虽然区分 +0 和 -0 具有优
点，但是有时候会令人迷惑。例如，有符号零破坏了关系 x = y ⇔ 1/x = 1/y，在 x = +0
且 y = -0 时它是错误的。但是， IEEE 委员会断定利用零的符号的优点大于其缺点。

D.4.3.3 反向规格化的数

以 β = 10、 p = 3 且 emin = -98 的正规化浮点数为例。数 x = 6.87 × 10-97 和
y = 6.81 × 10-97 看起来完全是普通的浮点数，它们是 小浮点数 1.00 × 10-98 的 10 倍多。
但是，它们具有一个奇怪的属性：x  y = 0 （即使 x ≠ y! 原因是：
x - y = .06 × 10 -97  = 6.0 × 10-99 太小以致于无法表示为规格化数，因此它必须清零。保留 

x = y ⇔ x - y = 0 属性有怎样的重要性呢？ (10)

很容易设想到编写以下代码段：if (x ≠y) then z = 1/(x-y)，程序会由于伪除以零而
在运行了较长的时间后失败。跟踪与此类似的错误既费力又耗时。在更有哲理的级别上，
计算机科学教科书通常指出：即使当前证明大程序正确是不切实际的，但利用证明程序的
思想来设计程序，这通常会产生更好的代码。例如，即使不变量将不被用作证明的一部
分，引入它也是相当有用的。浮点代码就像任何其他代码一样：它有助于具有所依赖的可
证明事实。例如，当分析公式 (6) 时，了解 x/2 < y < 2x ⇒ x  y = x - y 是非常有帮助
的。类似地，如果知道 (10) 是正确的，就可以更轻松地编写可靠的浮点代码。如果它仅
对于大部分的数字是正确的，那么不能使用它来证明一切。 

IEEE 标准使用反向规格化的18数，这保证了 (10) 以及其他有用的关系。它们是该标准中
有争议的部分，这可能就是 754 经过很长时间的延迟才得以批准的原因。声称符合

IEEE 标准的大多数高性能硬件并不直接支持反向规格化的数，而是在使用或产生非正规
数时支持陷阱，并将其留给软件以模拟 IEEE 标准。19 支持反向规格化的数的思想可追溯
到 Goldberg [1967]，这种思想非常简单。当指数是 emin 时，有效数字不必进行规格化，
这样在 β = 10、p = 3 且 emin = -98 时 1.00 × 10-98 不再是 小的浮点数，因为 0.98 × 10-98

也是一个浮点数。 

当 β = 2 且使用隐藏位时，存在一个小的意外困难，因为指数为 emin 的数将始终具有大于
或等于 1.0 的有效位数（由于存在隐式前导位）。解决方法与表示 0 所使用的方法类似，
并汇总在表 D-2 中。指数 emin 用于表示反向规格的数。更正式的表述是：如果有效数字
域中的位是 b1， b2， …， bp -1，且指数的值是 e，那么当 e > emin - 1 时，所表示的数是
1.b1b2…bp - 1 × 2e，而在 e = emin - 1 时，所表示的数是 0.b1b2…bp - 1 × 2e + 1。指数中的 +1
是必需的，因为反向规格数的指数是 emin，而不是 emin - 1。

请回想一下在本节开头给出的示例：β = 10， p = 3， emin = -98， x = 6.87 × 10-97 且 y =
6.81 × 10-97。对于反向规格的数，x - y 不清零，而改为由反向规格化的数 .6 × 10-98 来表
示。这种行为称为渐进下溢。证实使用渐进下溢时 (10) 始终成立是很容易的。 

18.在 854 中，它们被称为 subnormal “次正规的数”；在 754 中，称为 denormal “反向正规的数”。

19.这是导致标准的 棘手方面之一的原因。在使用软件陷阱的硬件上，频繁下溢的程序通常运行得非常慢。

1 z⁄ 1– i 0–( )+ i–= = 1 z( )⁄ 1 i⁄ i–= =
D-22 《数值计算指南》 • 2005 年 1 月



图 D-2 清零与渐进下溢的比较

图 D-2 说明反向规格化的数。图中的上实数直线显示规格化的浮点数。请注意 0 和 小
规格化数   之间的间隔。如果浮点计算的结果位于此间隔内，则将其清零。下
实数直线显示将反向规格数增加到一组浮点数时的情况。“间隔”被填充，当计算的结果
小于  时，将用 接近的反向规格数来表示。将反向规格化的数增加到实数直
线时，邻近浮点数之间的间距的变化是有规律的：邻近间距要么长度相同，要么按 β 的
因子变化。如果不使用反向规格数，则间距突然从  变化到 （是  的
因子），而不是按 β 的因子有规律的变化。由于这一原因，当使用渐进下溢时，对于接近
下溢阈值的规格化数会具有较大相对误差的许多算法来说，在此范围内表现良好。 

如果不使用渐进下溢，则对于规格化的输入来说，简单表达式 x - y 会具有非常大的相对
误差，正如上面所看到的 x = 6.87 × 10-97 和 y = 6.81 × 10-97 的相对误差。即使不存在消
去，大的相对误差也会发生，如下例所示 [Demmel 1984]。以两个复数 a + ib 和 c + id 相
除为例。很明显，公式 

 ⋅ i

受到以下问题的影响：如果分母 c + id 的任一部分大于 ，则公式将发生上溢，
即使 终结果可能完全处于范围之内也是如此。计算商的一种较好的方法是使用 Smith
的公式：

(11)

将 Smith 的公式应用于 (2 ⋅ 10-98 + i10-98)/(4 ⋅ 10-98 + i(2 ⋅ 10-98)) 将得出具有渐进下溢的正
确结果 0.5。在清零时它产生 0.4，此时误差为 100 ulp。反向规格化的数用于保证参数的
误差边界一直下降到 1.0 x 。
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D.4.4 异常、标志和陷阱处理程序

在 IEEE 运算中出现类似除以零或上溢等异常情况时，默认设置是传送结果并继续执行。
典型的默认结果如下：对于 0/0 和 ，结果是 NaN ；对于 1/0 和上溢，结果是 ∞。
前面的几节给出了从具有这些默认值的异常情况中继续执行属于合理操作的示例。当出
现任何异常时，还会设置状态标志。要为用户提供一种读取和写入状态标志的方法，需要
实施 IEEE 标准。这些标志具有“粘滞性”，因为一旦设置，那么在被显式清除以前它们
都将一直保持这种设置。测试标志是区分 1/0 （它是来自上溢的真正无穷大）的唯一方
法。 

有时，在出现异常情况时继续执行是不正确的。第 20 页的 “无穷”节给出了示例 x/(x2

+ 1)。当 x >  时，分母是无穷大，产生 终结果 0，这完全是错误的。虽然此公
式可以通过改写为 1/(x + x-1) 来解决这个问题，但是改写并不总是能够解决问题。 IEEE
标准强烈建议实施要允许安装陷阱处理程序。这样，当出现异常时，将调用陷阱处理程
序，而不是设置标志。陷阱处理程序返回的值将用作运算的结果。清除或设置状态标志是
陷阱处理程序的责任；否则，允许标志的值是未定义的。 

IEEE 标准将异常分成 5 类：上溢、下溢、除以零、无效运算和不精确。每类异常都有单
独的状态标志。前三类异常的含义是不言而喻的。无效运算包括表 D-3 中列出的情况，
以及产生 NaN 的任何比较。导致无效异常的运算的默认结果是返回一个 NaN，但反过
来是不正确的。当某个运算的其中一个操作数是 NaN 时，结果是 NaN，但不引发无效
异常，除非该运算还符合表 D-3 中列出的条件之一。20 

*x 是运算的准确结果，对于单精度有 α = 192 ；对于双精度有 1536，而且 xmax = 1.11 …11
× 。

当浮点运算的结果不精确时，将引发不精确异常。在 β = 10、 p = 3 系统中， 3.5 ⊗ 4.2 =
14.7 是精确的，但是 3.5 ⊗ 4.3 = 15.0 是不精确的 （因为 3.5 ⋅ 4.3 = 15.05），这将引发不
精确异常。第 46 页的“二进制到十进制的转换”讨论了使用不精确异常的算法。表 D-4
中列出了上述五类异常行为的摘要。 

20.除非运算中产生 “捕获” NaN，否则不引发无效异常。请参见 IEEE 标准 754-1985 的 6.2 节。 – 编辑者 

表 D-4 IEEE 754* 中的异常

异常 禁止陷阱时的结果 陷阱处理程序的参数

上溢 ±∞ 或 ±xmax
round(x2-α)

下溢 0,  或反向规格数 round(x2α)

除以零 ±∞ 操作数

无效 NaN 操作数

不精确 round(x) round(x)

1–

ββ
emax 2⁄

2
emin±

2
emax
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有一个与以下事实有关的实施问题：不精确异常频繁引发。如果浮点硬件没有自己的标
志，而是中断操作系统以发出存在浮点异常的信号，则不精确异常的成本可能会非常高。
通过由软件来维护状态标志，可以消除此成本。首次引发异常时，设置相应类别的软件标
志，并通知浮点硬件屏蔽该类异常。此后，所有后继异常都将在不中断操作系统的情况下
运行。当用户重置这个状态标志时，将重新启用硬件屏蔽。 

D.4.4.1 陷阱处理程序

陷阱处理程序的一个明显用途是用于向后兼容。在过去，代码会由于异常的出现而被中
止，如今可通过安装陷阱处理程序来中止这样的进程。对于带有类似 do S until (x >=
100) 循环的代码，它尤其有用。由于将 NaN 与数值进行 <、≤、>、 ≥ 或 =（但不包括
≠）比较操作时，始终会返回 “False”，因此，只要 x 成为 NaN，此代码就将进入无限
循环。 

在计算诸如  等有可能导致上溢的乘积时，陷阱处理程序有一种更值得关注的用
途。一种解决方案是使用对数并改为计算 exp 。这种方法存在的问题是：准确性
较低，且计算成本高于简单表达式 ，即使没有出现上溢也是如此。另一种使用陷阱处
理程序的解决方案称作上溢 / 下溢计数，它可以避免上述两个问题 [Sterbenz 1974]。 

该方案的基本思想是：设置一个全局计数器并将其初始化为零。只要 分乘积
对于某个 k 值发生上溢，陷阱处理程序就会将计数器加 1，并将上溢量的指数部分折返后
返回。在 IEEE 754 单精度中， emax = 127，因此如果 pk = 1.45 × 2130，则会发生上溢并导
致调用陷阱处理程序，该程序将指数限制在范围内，pk 被更改为 1.45 × 2-62（请参见下面
内容）。类似地，如果 pk 发生下溢，则将计数器减 1，并将负指数折返为正指数。在完成
所有乘法时，如果计数器是零，则 终乘积为 pn。如果计数器是正数，则说明乘积上溢
；如果计数器是负数，则表明乘积下溢。如果乘积的任一部分都没有超出范围，则永远不
会调用陷阱处理程序，而且计算也不会引起额外成本。即使存在上溢 / 下溢，计算结果
也比使用对数计算的结果更为准确，因为每个 pk 都是使用完全精度乘法从 pk - 1 计算的。
Barnett [1987] 讨论了一个公式，上溢 / 下溢计数的完全准确度在该公式的早期表中产生
了一个误差。 

IEEE 754 规定：当调用上溢或下溢陷阱处理程序时，折返结果将作为参数传递。上溢折
返的定义是：计算结果时就好像先计算到无限精度，再除以 2α，然后舍入到相关的精度。
对于下溢，将结果乘以 2α。指数 α 是 192（对于单精度）或 1536（对于双精度）。这就
是在上面的示例中为什么将 1.45 x 2130 转换为 1.45 × 2-62 的原因。 

Πi 1=
n xi

Σ logxi( )
Πxi

pk Πi 1=
k xi=
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D.4.4.2 舍入模式

在 IEEE 标准中，每当运算结果不精确时都将出现舍入操作，因为每个运算都是先精确计
算然后再进行舍入（二进制与十进制转换除外）。默认情况下，舍入是指向 相近的数据
进行舍入。该标准要求提供其他三种舍入模式，即向 0 舍入、向 +∞ 舍入和向 -∞ 舍入。
在用于转换为整数运算时，向 -∞ 舍入使转换变成“取 小”函数，而向 +∞ 舍入使转换
变成“取上限”函数。舍入模式影响上溢，因为当向 0 舍入或向 -∞ 舍入生效时，正量的
上溢使得默认结果成为 大的可表示正数，而不是 +∞。类似地，在向 +∞ 舍入或向 0 舍
入生效时，负量的上溢将产生 大的可表示负数。 

舍入模式的一个应用发生在区间运算中 （另一个应用将在第 46 页的 “二进制到十进制
的转换”中提及）。当使用区间运算时，两个数 x 和 y 的和是一个区间 ，其中  是
向 -∞ 舍入的 x ⊕ y，  是向 +∞ 舍入的 x ⊕ y。加法运算的精确结果包含在区间 
中。如果不使用舍入模式，则区间运算常常通过计算  和

，其中  是计算机厄普西隆。21 这导致过高估计区间的大小。因为区
间运算中的运算结果是一个区间，所以一般情况下运算输入也将是一个区间。如果增加了
两个区间  和 ，结果是 ，其中  是  （其舍入模式设置为向 -∞ 舍
入），  是 （其舍入模式设置为向 +∞ 舍入）。 

当使用区间运算执行浮点计算时， 终结果是一个包含精确计算结果的区间。如果结果区
间很大（它通常是这样），则这不是非常有帮助。因为正确结果可以处于该区间内的任意
位置。当与多精度浮点包联合使用时，区间运算更有意义。首先通过某个精度 p 执行计
算。如果区间运算指出 终结果可能不准确，则使用越来越高的精度重新计算，直到 终
区间达到合理大小。

D.4.4.3 标志

IEEE 标准有许多标志和模式。如前所述，以下五类异常中的每一类都具有一个状态标志：
下溢、上溢、除以零、无效运算和不精确。舍入模式有以下四种：向 相近的数据舍入、
向 +∞ 舍入、向 0 舍入和向 -∞ 舍入。强烈建议对于五类异常中的每一类都设置一个启用
模式位。此节给出了一些简单的示例，说明如何利用这些模式和标志。更复杂的示例将在
第 46 页的 “二进制到十进制的转换”节中进行讨论。 

21.  可能大于 （如果 x 和 y 都是负数）。 – 编辑者 

z,z[ ] z
z z,z[ ]

z x y⊕( ) 1 ε–( )=
z x y⊕( ) 1 ε+( )= ε

z z

x,x[ ] y,y[ ] z,z[ ] z x y⊕
z z y⊕
D-26 《数值计算指南》 • 2005 年 1 月



我们来考虑编写一个计算 xn 的子例程，其中 n 是一个整数。当 n >  0 时，简单例程类似
于下面的程序段 

如果 n < 0，则计算 xn 的更精确方法不是调用 PositivePower(1/x, -n)，而是调用
1/PositivePower(x, -n)，因为第一个表达式乘以 n 个数量，其中每个数量都具有
来自除法运算（即 1/x）的舍入误差。在第二个表达式中它们是精确的（即 x），而且
后的除法只产生一个附加的舍入误差。可惜的是，此策略有一个微小的缺陷。如果
PositivePower(x, -n) 出现下溢，那么要么调用下溢陷阱处理程序，要么将设置下溢
状态标志。这是错误的，因为如果 x-n 出现下溢，则 xn 将上溢或处于范围内。22但是，由
于 IEEE 标准允许用户访问所有标志，因此子例程可以轻松地为此进行更正。它只需关闭
上溢和下溢陷阱启用位，并保存上溢和下溢状态位。然后计算 1/PositivePower(x,
-n) 即可。如果既没有设置上溢状态位也没有设置下溢状态位，则子例程将它们与陷阱
启用位一起恢复。如果设置了其中一种状态位，则子例程恢复标志并使用
PositivePower(1/x, -n)（它导致出现正确的异常）重新计算。 

另一个使用标志的示例发生在通过以下公式计算余弦时

arccos x = 2 arctan 。

如果 arctan(∞) 计算为 π/2，则 arccos(-1) 将正确计算为 2⋅arctan(∞) = π （因为是无限运
算）。但是，有一个小缺陷，因为 (1 – x)/(1 + x) 的计算结果将导致除以零异常标志的设
置，即使 arccos(-1) 不属于异常也是如此。此问题的解决方法很简单。只需在计算反余弦
之前保存除以零标志的值，然后在计算之后恢复其旧值即可。 

PositivePower(x,n) { 
 while (n is even) { 
     x = x*x
     n = n/2
 } 
 u = x
 while (true) { 
     n = n/2
     if (n==0) return u
     x = x*x
     if (n is odd) u = u*x
 } 

22.它可以在范围内，因为如果 x < 1， n < 0 且 x-n 只是稍微小于下溢阈值 ，则 ，因此
可能不上溢，因为在所有 IEEE 精度中， -emin < emax。

2emin xn 2
emin–

2
emax<≈

1 x–
1 x+
------------
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D.5 系统方面
对于计算机系统来说，几乎每个方面的设计都需要有关浮点的知识。计算机架构通常具有
浮点指令，编译器必须生成那些浮点指令，而且操作系统必须决定当出现引发那些浮点指
令的异常情况时所要执行的操作。计算机系统设计人员很少从数值分析文本中获得指导，
这些文本通常针对软件的用户和编写人员，而不是针对计算机设计人员。作为似乎合理的
设计决策如何导致未预料行为的示例，请参考下面的 BASIC 程序。 

在 IBM PC 上使用 Borland 的 Turbo Basic 进行编译和运行时，该程序打印 Not
Equal！此示例将在下一节中进行分析

顺便说一下，有些人认为此类异常的解决方法决不是比较浮点数以确定是否相等，而是当
它们处于某个误差界限 E 内时将其视为相等。这根本不是一个解决一切问题的“灵药”，
因为它提出的问题与它解决的问题一样多。E 的值应该是多少？如果 x < 0 和 y >  0 都在
E 内，那么是否确实应该将它们视为相等，即使它们具有不同的符号？此外，此规则定义
的关系 a ~ b ⇔ |a – b| < E 不是等价关系，因为 a ~ b 且 b ~ c 不能得出 a ~ c。

D.5.1 指令集

某种算法为了产生精确结果而需要更高精度的短暂成组传送，这是相当常见的。在二次公
式中有这样的示例 ( )/2a。如第 43 页的 “定理 4 的证明”节中所述，当
b2 ≈ 4ac 时，舍入误差 多可以影响使用二次公式计算的根中的一半数位。通过以双精度
执行子计算 b2 - 4ac 时，会丢失根的双精度位的一半，这意味着将保留所有单精度位。 

如果有一条对两个单精度数进行操作并产生双精度结果的乘法指令，则当 a、 b 和 c 都是
单精度数时按双精度计算 b2 – 4ac 是很容易的。为了产生两个 p 位数的精确舍入乘积，乘
法器需要生成整个 2p 位的乘积，尽管它可能在继续执行时抛弃位。这样，从单精度操作
数计算双精度乘积的硬件通常只比单精度乘法器的成本略高一些，而且比双精度乘法器的
成本低很多。尽管如此，目前的指令集往往仅提供生成结果与操作数精度相同的指令。23 

如果作用两个单精度操作数以产生双精度乘积的指令仅适用于二次公式，那么将该指令
增加到指令集中是不值得的。但是，此指令有许多其他用途。以解决线性方程组的问题
为例，

a11x1 + a12x2 + ⋅ ⋅ ⋅ + a1nxn=   b1

q = 3.0/7.0
if q = 3.0/7.0 then print "Equal":
    else print "Not Equal"

23.这可能是因为设计人员喜欢 “正交”指令集，在这样的指令集中浮点指令的精度与实际运算无关。乘法的特
殊情况会破坏这一正交性。

b– b2 4ac–±
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a21x1 + a22x2 + ⋅ ⋅ ⋅ + a2nxn=   b2

⋅ ⋅ ⋅

an1x1 + an2x2 + ⋅ ⋅ ⋅+ annxn=   bn

可以按矩阵形式将它写为 Ax = b，其中

假定按某种方法（或许是高斯消元法）求出了一个解 x(1)。那么有一种简单的方法可改进
结果的准确度，这种方法称为迭代改进。首先计算

ξ = Ax(1) - b (12)

然后对方程组进行求解

Ay  =  ξ (13)

请注意，如果 x(1) 是一个精确解，则 ξ 是零向量，y 也是零向量。通常，ξ 和 y 的计算会
引起舍入误差，因此 Ay ≈ ξ ≈ Ax(1) - b = A(x(1) - x)，其中 x 是 （未知的）正确解。那么，
y ≈ x(1) - x，因此解的改进估计是

x(2) = x(1) – y (14)

重复执行三个步骤 (12)、 (13) 和 (14)，用 x(2) 替换 x(1)，用 x(3) 替换 x(2)。这里关于 x(i + 1)

比 x(i) 更精确的论述仅是非正式的。有关详细信息，请参见 [Golub 和 Van Loan 1989]。 

在执行迭代改进时， ξ 是一个向量，其元素是邻近不精确浮点数的差，因此会受到恶性
抵消的影响。这样，迭代改进不是非常有用，除非 ξ = Ax(1) - b 是按双精度计算的。同样，
这是计算两个单精度数 （A 和 x(1)）的乘积的示例，它需要完全双精度结果。 

总而言之，如果存在这样的指令：对两个浮点数做相乘操作并返回两倍于被操作数精度的
乘积，那么将该指令增加到指令集中是很有用的。对于编译器而言，这其中的一些蕴涵将
在下一节中进行讨论。 

A

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2 1( )n

  …  

an1 an2 … ann

=
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D.5.2 语言和编译器

编译器和浮点运算理论的相互影响在 Farnum [1988] 中有所讨论，本节中的讨论大都出
自该论文。

D.5.2.1 含混性

理想情况下，一种语言的定义可以阐述该语言的语义，这种阐述应该足够准确，以便可以
证明有关程序的声明。尽管对于语言整数节的定义通常可以满足上述要求，但涉及到浮点
节时，语言定义通常具有很大的模糊性。其中的原因可能出自于以下事实：许多语言设计
人员认为无法证明有关浮点的任何陈述，因为它会引起舍入误差。如果是这样，那么前面
几节已经证明这一推理乃是谬论。此部分讨论语言定义中一些常见的模糊性，包括有关如
何处理它们的建议。

很明显，某些语言没有清楚地指定如果 x 是浮点变量 （例如，具有值 3.0/10.0），则
（例如） 10.0*x 的每次出现都必须具有相同值。以基于布朗模型的 Ada 为例，它似乎
隐含着浮点运算只需满足布朗公理，这样表达式就可以具有多个可能值之一。以这种模糊
的方式考虑浮点与 IEEE 模型形成了鲜明的对比，对于后者，每个浮点运算的结果都是精
确定义的。在 IEEE 模型中，我们可以证明 (3.0/10.0)*10.0 计算为 3（定理 7）。在
布朗模型中，我们却做不到这一点。 

大多数语言定义中的另一种含混性与出现上溢、下溢以及其他异常时所发生的情况有关。
IEEE 标准可以准确地指定异常的行为，因此将该标准作为模型的语言可以避免有关这一
点的任何含混性。 

另一模糊性与对圆括弧的解释有关。由于存在舍入误差，代数学的结合律不一定适用于浮
点数。例如，当 x = 1030，y = -1030 且 z = 1 时，表达式 (x+y)+z 的结果与 x+(y+z) 的
结果完全不同（在前一种情况下结果为 1，在后一种情况下结果是 0）。应该说，对于保
留圆括弧的重要性怎么强调也不过分。定理 3、 4 和 6 中提供的算法都取决于它。例如，
在定理 6 中，如果不使用圆括号，则公式 xh = mx - (mx - x) 将简化为 xh = x，因此破坏
了整个算法。对于浮点运算，不要求先计算圆括弧中内容的语言定义是无用的。 
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子表达式计算在许多语言中没有精确定义。假定 ds 是双精度，但是 x 和 y 是单精度。
那么，在表达式 ds + x*y 中，乘积是按单精度还是按双精度计算？另一个示例：在 x +
m/n（其中 m 和 n 是整数）中，除法是整数运算还是浮点运算？有两种方法可以处理这
类问题，其中的任意一种都不完全令人满意。第一种方法是，要求表达式中的所有变量具
有相同的类型。这是 简单的解决方法，但是它有一些缺点。首先，具有子范围类型的语
言 （如 Pascal）允许混合子范围变量和整型变量，因此禁止混合单精度变量和双精度变
量就令人觉得有点奇怪了。另一个问题与常数有关。在表达式 0.1*x 中，大多数语言将
0.1 解释为单精度常数。现在，假定编程人员决定将所有浮点变量的声明从单精度更改为
双精度。如果仍然将 0.1 视为单精度常数，则将出现编译时错误。编程人员将必须搜寻到
每个浮点常数并对其进行更改。 

第二种方法是，允许使用混合表达式，在这种情况下必须提供用于子表达式计算的规则。
有许多指导性示例。 C 的 初定义要求按双精度计算每个浮点表达式 [Kernighan 和
Ritchie 1978]。这将导致出现与此节开始处提供的示例类似的异常。表达式 3.0/7.0 是
按双精度计算的，但是，如果 q 是一个单精度变量，则将商舍入为单精度以便于存储。
由于 3/7 是一个循环二进制分数，因此它的按双精度计算的值与它以单精度存储的值是
不同的。这样，比较 q = 3/7 将失败。这表明按 高可用精度计算每个表达式的值并不是
一个好规则。 

另一个指导性示例是内积。如果内积有数千项，则总和中的舍入误差可能会变得相当大。
减少此舍入误差的一种方法是按双精度求和 （这一点将在第 34 页的 “优化器”节中进
行更详细的讨论）。如果 d 是一个双精度变量，且 x[] 和 y[] 是单精度数组，则内积循
环将看起来就类似于 d = d + x[i]*y[i]。如果乘法是按单精度进行的，那么会失去双
精度累积的许多优点，因为就在增加到双精度变量之前乘积被按照单精度进行截断。 

涉及前面两个示例的规则是，按照出现在表达式中的任何变量的 高精度计算该表达式。
那么，q = 3.0/7.0 将完全按单精度计算，24并具有布尔值 true，而 d = d + x[i]*y[i]
将按双精度计算，获得了双精度累积的全部优点。但是，此规则过于简单，无法完全包括
所有情况。如果 dx 和 dy 是双精度变量，则表达式 y = x + single(dx-dy) 包含一个
双精度变量，但是按双精度进行求和将是无意义的，因为这两个操作数都是单精度数，结
果也是单精度数。 

更复杂的子表达式计算规则如下。首先，为每个运算指定试验性精度，该精度是其操作数
的 高精度。这种指定必须按表达式树中从叶到根的顺序执行。然后从根到叶执行第二
遍。这一次，为每个运算指定 高试验性精度和它的父运算所需要的精度。在 q =
3.0/7.0 情况下，每个叶都是单精度的，因此所有运算都是按单精度执行的。在 d =
d + x[i]*y[i] 情况下，乘法运算的试验性精度是单精度，但是在第二遍中它被提升到
双精度，因为其父运算需要双精度操作数。而且，在 y = x + single(dx-dy) 中，加法
运算是按单精度执行的。 Farnum [1988] 提供了实现此算法并不困难的证据。 

24.这假定有以下常用约定：3.0 是一个单精度常数，而 3.0D0 是一个双精度常数。
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此规则的缺点是，子表达式的计算取决于它被嵌入的表达式。这会产生一些令人生厌的结
果。例如，假定您正在调试程序并希望知道子表达式的值。您不能简单地将子表达式键入
调试器，并要求计算它，因为在程序中子表达式的值取决于它被嵌入的表达式。关于子表
达式的 后一个注释是：由于将十进制常数转换为二进制是一个运算，因此计算规则还影
响对十进制常数的解释。对于不能以二进制精确表示的常数（如 0.1），这一点尤其重要。

当一种语言将求幂作为其内置运算之一包括在内时，将出现另一个潜在模糊性。与基本算
术运算不同，求幂运算的值并不总是显而易见的 [Kahan 和 Coonen 1982]。如果 ** 是求
幂运算符，则 (-3)**3 一定具有值 -27。但是，(-3.0)**3.0 是有疑问的。如果 ** 运
算符检查整数幂，那么它将 (-3.0)**3.0 计算为 -3.03 = -27。另一方面，如果公式 xy =

eylogx 用于为实参定义 **，则结果可以是 NaN（当 x < 0 时，使用 log(x) = NaN 的自然
定义），这取决于 log 函数。但是，如果使用 FORTRAN CLOG 函数，则结果将是 -27，
因为 ANSI FORTRAN 标准将 CLOG(-3.0) 定义为 iπ + log 3 [ANSI 1978]。程序设计
语言 Ada 通过仅为整数幂定义求幂运算避免了这一问题，而 ANSI FORTRAN 禁止对负
数进行实数幂操作。 

事实上， FORTRAN 标准规定 

禁止任何其结果在数学上没有定义的算术运算…… 

可惜的是，随着 IEEE 标准引入 ±∞，在数学上没有定义的含义不再是完全明确的。一种
定义可能是使用第 20 页的“无穷”节中所示的方法。例如，要确定 ab 的值，请考虑非
常值解析函数 f 和 g，它们具有以下属性：当 x → 0 时，存在 f(x) → a 和 g(x) → b。如果
f(x)g(x) 总是接近同一极限，则这应该是 ab 的值。此定义将设置 2∞ = ∞，这似乎是相当合
理的。在 1.0∞ 的情况下，当 f(x) = 1 且 g(x) = 1/x 时，极限接近 1，但是当 f(x) = 1 - x 且
g(x) = 1/x 时，极限是 e-1。因此 1.0∞ 应该是一个 NaN。在 00 的情况下，f(x)g(x) = eg(x)log

f(x)。因为 f 和 g 都是可解析的并在 0 处具有值 0，所以 f(x) = a1x1 + a2x2 + … 且 g(x) =
b1x1 + b2x2 + …。这样，

limx → 0g(x) log f(x) = limx → 0x log(x(a1 + a2x + …)) = limx → 0x log(a1x) = 0。因此，对于
f 和 g， f(x)g(x) → e0 = 1，这意味着 00 = 1.25 26 使用此定义将明确地定义所有参数的指数
函数，尤其是将 (-3.0)**3.0 定义为 -27。

25.结论 00 = 1 取决于以下限制：f 是非常值函数。如果去掉此限制，那么允许 f 是恒等于 0 的函数就会将 0 作为 
lim x → 0 f(x)g(x) 的可能值，因此必须将 00 定义为一个 NaN。

26.在 00 的情况下，可以提出似乎合理的论点，但令人信服的论点则包括在 “Concrete Mathematics”（作者：
Graham、 Knuth 和 Patashnik）中，该论点是：要使二项式定理成立，必须满足 00 = 1。－编辑者
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D.5.2.2 IEEE 标准

第 14 页的“IEEE 标准”节讨论了 IEEE 标准的许多特性。但是， IEEE 标准没有说明如
何通过程序设计语言获得这些特性。因而，在支持该标准的浮点硬件与程序设计语言（如
C、Pascal 或 FORTRAN）之间常常存在着不匹配。某些 IEEE 功能可以通过子例程调用
库获得。例如， IEEE 标准要求精确舍入平方根，而平方根函数通常是直接在硬件中实现
的。通过平方根例程库可以轻松地获得此功能。但是，该标准的其他方面不能通过子例程
来轻松实现。例如，大多数计算机语言 多指定两种浮点类型，而 IEEE 标准具有四种不
同精度（尽管建议的配置是单精度加上单精度扩展或者单精度、双精度和双精度扩展）。
另一示例是无穷大。表示 ±∞ 的常量可以由子例程提供。但是这样一来，它们可能无法用
在需要常量表达式的位置上，例如用来初始化一个常量。 

更微妙的情况是操纵与计算关联的状态，该状态由舍入模式、陷阱启用位、陷阱处理程序
和异常标志组成。一种方法是为读取和写入状态提供子例程。此外，能够以原子方式设置
新值并返回旧值的单次调用通常很有用。如第 26 页的 “标志”节中的示例所示，修改
IEEE 状态的一种常见模式为仅在块或子例程的作用域内更改它。这样，查找块的每个出
口并确保状态已恢复是编程人员的责任。如果语言支持在块的作用域 内精确设置状态，
那将是很有用的。 Modula-3 是一种为陷阱处理程序实现此思想的语言 [Nelson 1991]。 

在一种语言中实施 IEEE 标准时，许多次要事项还需考虑。因为对于所有 x，x - x = +0，
所以 27 (+0) - (+0) = +0。但是， -(+0) = -0，因此不应该将 -x 定义为 0 - x。NaN 的引入
可能是令人迷惑的，因为 NaN 永不等于任何其他数（包括另一个 NaN），因此 x = x 不
再总是正确的。事实上，如果没有提供 IEEE 推荐的函数 Isnan，则表达式 x ≠ x 是测试
NaN 的 简单方法。此外，NaN 不与所有其他数一起排序，因此不能将 x ≤ y 定义为不
是 x > y。由于 NaN 的引入导致浮点数变成部分排序的，因此使用返回 <、 =、 > 或
unordered 之一的 compare 函数会让编程人员可以更轻松地处理比较操作。 

虽然 IEEE 标准规定如果任一操作数是 NaN 则基本浮点运算返回 NaN，但是这不可能
始终是复合运算的 佳定义。例如，当计算绘制曲线图要使用的适当比例因子时，必须计
算一组值的 大值。在这种情况下， 大值运算简单地忽略 NaN 是有意义的。 

后，舍入可以是一个问题。 IEEE 标准非常精确地定义了舍入，而且它依赖于舍入模式
的当前值。有时，这与类型转换中隐式舍入的定义或语言中的显式 round 函数存在冲
突。也就是说，希望使用 IEEE 舍入的程序无法使用自然语言的基本要素，反过来，语言
基本要素无法在数量不断增加的 IEEE 计算机上进行实施。 

27.除非舍入模式是向 -∞ 舍入 （在这种情况下， x - x = -0）。
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D.5.2.3 优化器

编译器教科书往往忽略浮点这一主题。例如， Aho 等 [1986] 提到将 x/2.0 替换为
x*0.5，引导读者假定 x/10.0 应该替换为 0.1*x。但是，在二进制计算机上这两个表
达式并不具有相同的语义，因为 0.1 无法以二进制精确表示。此教科书还建议将 x*y-
x*z 替换为 x*(y-z)，尽管我们已经看到在 y ≈ z 时这两个表达式可以具有完全不同的
值。尽管其中指出优化器不应违反语言定义，从而对 “可以使用任意代数恒等式优化代
码”这种说法做了限制，但是它给人们留下了浮点语义并不太重要的印象。不管语言标准
是否指定必须先计算圆括弧中的内容， (x+y)+z 都可以具有与 x+(y+z) 完全不同的结
果，如上所述。存在一个与保留圆括弧密切相关的问题，如以下代码所示：

此代码旨在估算出计算机厄普西隆。如果进行优化的编译器注意到 eps + 1 > 1 ⇔ eps >
0，将完全更改程序。它将不计算 小数 x （以使 1 ⊕ x 仍然大于 1 (x ≈ e ≈ ），而是
计算 大数 x （对于它， x/2 舍入为 0 (x ≈  ）。避免这种“优化”是如此重要以致
于值得提供另一被其完全毁坏的非常有用的算法。 

许多问题 （如数值积分和微分方程的数值解）涉及计算多个项的和。因为每个加法运算
都有可能引入大至 .5 ulp 的误差，所以涉及数千项的求和会具有相当大的舍入误差。纠
正这一点的简单方法是将部分被加数存储在双精度变量中，并使用双精度执行每个加法
运算。如果计算是使用单精度进行的，则在大多数计算机系统上按双精度执行求和是很容
易的。但是，如果已经按双精度进行了计算，则使精度加倍就不那么简单了。有时建议的
一种方法是对数值进行排序，然后按照从 小到 大的顺序将其相加。但是，有一种大大
提高求和准确度，而且效率高得多的方法，即

D.5.2.4 定理 8 （Kahan 求和公式）

假设  是使用以下算法计算的

那么，计算的和 S 等于  其中  。

eps = 1;
do eps = 0.5*eps; while (eps + 1 > 1);

S = X[1];
C = 0;
for j = 2 to N {
    Y = X[j] - C;
    T = S + Y;
    C = (T - S) - Y;
    S = T;
} 

β p–

β
emin

Σ
j 1=
N xj

Σxj 1 δj+( ) O Nε2( )Σ xj ,+ δj 2ε≤( )
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使用简单公式 ，计算的和等于 ，其中 |δj| < (n - j)e。将此与 Kahan 求和
公式中的误差进行比较，可以看出有显著的改进。每个被加数受到只有 2e 的扰动，而不
是简单公式中多至 ne 的扰动。有关详细信息，请参见第 47 页的“求和中的误差”。 

认为浮点运算遵循代数法则的优化器将得出以下结论：C = [T-S] - Y = [(S+Y)-S] - Y = 0，
从而认为该算法毫无用处。可以这样概括这些示例：在涉及浮点变量的表达式中应用代数
恒等式进行优化时，应该极其小心，尽管这些恒等式在数学上对所有实数成立。 

优化器可以更改浮点代码语义的另一种方法涉及到常数。在表达式 1.0E-40*x 中，隐含
了一个十进制到二进制的转换操作，该操作将十进制数转换成了二进制常数。由于此常数
无法以二进制精确表示，因此会引发不精确异常。此外，如果表达式是按单精度计算的，
则下溢标志将被设置。由于常数是不精确的，因此其到二进制的精确转换取决于 IEEE 舍
入模式的当前值。这样，在编译时将 1.0E-40 转换为二进制数的优化器将更改程序的语
义。但是，可以按 低可用精度精确表示的常数（如 27.5）能够在编译时安全地进行转
换，因为它们始终是精确的，不会引发任何异常且不受舍入模式影响。希望在编译时就进
行转换的常数应该使用常量声明，例如 const pi = 3.14159265。

关于优化可以更改浮点语义的另一示例是公共子表达式的消除，如以下代码所示

虽然 A*B 可能看上去是一个公共子表达式，但实际上并不是，因为两个计算位置的舍入
模式有所不同。 后三个示例：x = x 不能由布尔常量 true 替换，因为当 x 是一个 NaN
时前者将失败；当 x = +0 时，- x = 0 - x 将失败；而且， x < y 并不与 x ≥ y 相反，因为
NaN 既不大于也不小于普通浮点数。 

尽管存在这些示例，但是仍然存在着一些可以对浮点代码进行的有用优化。首先，存在对
浮点数有效的代数恒等式。 IEEE 运算中的一些示例是：x + y = y + x、 2 ×  x = x + x、
1 × x = x 和 0.5 × x = x/2。但是，甚至这些简单的恒等式也会在一些计算机（如 CDC 和
Cray 超级计算机）上失败。指令调度和内联过程替换是其他两种可能有用的优化。28

作为 后一个示例，请考虑表达式 dx = x*y，其中 x 和 y 是单精度变量，dx 是双精度
变量。在具有将两个单精度数相乘以产生双精度数的指令的计算机上，可以将 dx = x*y
映射到该指令，而不是编译为将操作数转换为双精度数再执行双精度数与双精度数相乘
的一系列指令。 

C = A*B;
RndMode = Up
D = A*B;

28.VAX 上的 VMS 数学库使用弱形式的内联过程替换，因为它们使用转向子例程调用的廉价跳转，而不是使用慢
速的 CALLS 和 CALLG 指令。

Σxj Σxj 1 δj+( )
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一些编译器编写人员认为禁止将 (x + y) + z 转换为 x + (y + z) 的限制与他们无关，只有
使用不可移植方法的编程人员才关心此限制。也许他们认为浮点数与实数非常类似，应该
遵循与实数相同的定律。实数语义的问题是它们的实现成本极高。每次将两个 n 位数相
乘时，积将具有 2n 位。每次将两个指数相差很大的 n 位数相加时，和中的位数是 n + 指
数之间的差值。和 多可以具有 (emax - emin) + n 位，或大约 2⋅emax + n 位。产生数千运算
的算法 （例如对线性方程组求解）不久将对具有许多有效位的数进行运算，且运算速度
慢得令人觉得无望。库函数（例如 sin 和 cos）的实现甚至更困难，因为这些超越函数的
值不是有理数。精确的整数运算通常由 lisp 系统提供，对于解决某些问题是很方便的。
但是，精确的浮点运算几乎是没有用的。 

事实是，存在利用 (x + y) + z ≠ x + (y + z) 事实的有用算法 （如 Kahan 求和公式），而
且只要界限

a ⊕ b = (a + b)(1 + δ)

成立 （以及 小 -、 × 和 / 的类似界限），这些算法就是适用的。由于这些界限对于几乎
所有商业硬件都是成立的，因此数值编程人员忽略这样的算法将是不明智的，编译器编写
人员通过伪称浮点变量具有实数语义来破坏这些算法将是不负责任的。 

D.5.3 异常处理

到目前为止所讨论的主题主要涉及准确性和精度的系统含意。陷阱处理程序也引发了一
些值得关注的系统问题。IEEE 标准强烈建议用户应该能够为五类异常中的每一类都指定
陷阱处理程序，第 25 页的“陷阱处理程序”节给出了用户定义的陷阱处理程序的一些应
用。在出现无效运算异常和除以零异常的情况下，应该为处理程序提供操作数，否则应该
提供精确舍入的结果。根据所使用的程序设计语言，陷阱处理程序也许还能够访问程序中
的其他变量。对于所有异常，异常处理程序必须能够识别正在执行什么运算以及该运算的
目标精度是什么。 

IEEE 标准假定运算在概念上是串行的，当发生中断时，识别出运算及其操作数是可能
的。在采用流水线技术或具有多个运算单元的计算机上，当出现异常时，只是让陷阱处理
程序检查程序计数器可能是不够的。可能需要能够精确识别出捕获哪个运算的硬件支持。 

另一问题如以下程序片段所示。 

x = y*z;
z = x*w;
a = b + c;
d = a/x;
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假定第二个乘法运算引发一个异常，陷阱处理程序希望使用 a 的值。在可以并行执行加
法运算和乘法运算的硬件上，优化器有可能将加法运算提到第二个乘法运算之前，以便加
法运算可以与第一个乘法运算并行进行。这样，当第二个乘法运算被捕获时，a = b + c
已经执行，潜在地更改了 a 的结果。编译器避开此类优化将不是合理的，因为每个浮点
运算都有可能被捕获，从而几乎所有指令调度优化都将被消除。通过禁止陷阱处理程序直
接访问程序的任何变量，可以避免这一问题。取而代之，可以将操作数或结果作为参数提
供给处理程序。 

但是，仍然存在问题。在以下片段中

这两个指令也许能够并行执行。如果乘法运算被捕获，则其参数 z 可能已经被加法运算
覆盖，尤其是因为加法运算的速度通常比乘法运算快。支持 IEEE 标准的计算机系统必须
提供保存 z 值的某种方法，要么在硬件中，要么让编译器首先避免这样的情况。 

W. Kahan 曾提议使用预替换代替陷阱处理程序以避免这些问题。在此方法中，用户指定
一个异常以及希望在出现该异常时用作结果的值。作为一个示例，假定在用于计算 (sin
x)/x 的代码中，用户断定 x = 0 如此少见以致于避免测试 x = 0 将提高性能，因此改为在
出现 0/0 陷阱时处理这种情况。当使用 IEEE 陷阱处理程序时，用户将编写返回值 1 的
处理程序并在计算 sin x/x 之前安装它。当使用预替换时，用户将指定发生无效运算时应
该使用值 1。Kahan 将此称为预替换，因为要使用的值必须在出现异常之前指定。而当使
用陷阱处理程序时，要返回的值可以在出现陷阱时进行计算。 

预替换的优点是它具有简单的硬件实现。29一旦确定异常的类型，就可以使用它为包含所
需运算结果的表建立索引。虽然预替换具有一些吸引人的属性，但是 IEEE 标准的广泛认
可使其不大可能被硬件制造商广泛执行。 

D.6 详细资料 
在本文中已经作出了许多有关浮点运算属性的断言。现在，我们继续说明浮点并非是神秘
的魔术，而是一个可以在数学上检验其断言的简单易懂的主题。说明分为三个部分。第一
部分介绍误差分析，并提供第 2 页的 “舍入误差”节的详细资料。第二部分探讨二进制
到十进制的转换，对第 14 页的“IEEE 标准”节进行一些补充。第三部分讨论 Kahan 求
和公式，它曾在第 28 页的 “系统方面”节中用作一个示例。 

x = y*z;
z = a + b;

29.预替换的困难在于它需要直接硬件实现或可持续的浮点陷阱 （如果在软件中实现）。 – 编辑者 
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D.6.1 舍入误差

在讨论舍入误差时，已经指出单个保护数位足以保证加法运算和减法运算将始终是准确
的（定理 2）。现在我们继续检验这一事实。定理 2 分为两个部分，一个部分用于减法运
算，另一部分用于加法运算。用于减法运算的部分是 

D.6.1.1 定理 9

如果 x 和 y 是正的浮点数，其格式为具有参数 β 和 p，而且减法运算是使用 p + 1 位（也
就是使用一个保护数位）进行的，则结果中的相对舍入误差小于

e ≤ 2e 。

D.6.1.2 证明

有必要的话， x 和 y 可以互换，因此不妨认为 x > y。同样，不妨将 x 和 y 按比例缩放，
以便 x 可以表示成 x0.x1 … xp - 1 × β0。如果将 y 表示为 y0.y1  yp-1，则差值是精确的。如
果将 y 表示为 0.y1 … yp，则保护数位确保计算的差值将是舍入为浮点数的精确差值，因
此舍入误差 大为 e。对于一般情形，令 y = 0.0 … 0yk + 1 … yk + p 且  是截断到 p + 1
位的 y。那么

y -  < (β - 1)(β-p - 1 + β-p - 2 + … + β-p - k)。 (15)

按照保护数位的定义， x - y 的计算值是舍入为浮点数的 x - ，即 (x -  ) + δ，其中舍入
误差 δ 满足以下条件

|δ| ≤ (β/2)β-p。 (16)

精确差值是 x - y，因此误差是 (x - y) - (x -  + δ) =  - y + δ。存在三种情况。如果 x - y
≥ 1，则相对误差的界限是

 ≤ β-p [(β − 1)(β-1 + … + β-k) + β/2] < β-p(1 + β/2)。 (17)

第二，如果 x -  < 1，则 δ = 0。因为 x - y 小可以是

 > (β - 1)(β-1 + … + β-k)，其中 ρ = β - 1，

β
2
--- 1+⎝ ⎠
⎛ ⎞β p– 1

2
β
---+⎝ ⎠

⎛ ⎞=

y

y

y y

y y

y y– δ+
1

---------------------

y

1.0 0.

k

0…0⎝ ⎠
⎛ ⎞

p

ρ…ρ⎝ ⎠
⎛ ⎞

– ⎫ ⎬ ⎭ ⎫ ⎬ ⎭
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在这种情况下，相对误差的界限是

。 (18)

后一种情况是：x - y < 1 但 x -   ≥ 1。发生这种情况的唯一条件是 x -  = 1，在这种
情况下 δ = 0。但是，如果 δ = 0，则 (18) 是适用的，因此相对误差的界限同样是 β-p < β-

p(1 + β/2)。 ❚

当 β = 2 时，界限正好是 2e，此界限是在 p → ∞ 时在极限中为 x= 1 + 22 - p 和 y = 21 - p -
21 - 2p 实现的。将符号相同的数相加时，不使用保护数位也能得到良好的精确度，如以下
结果所示。 

D.6.1.3 定理 10

如果 x ≥ 0 且 y ≥ 0，则计算 x + y 时的相对误差 大为 2ε，即使未使用保护数位也是如
此。

D.6.1.4 证明

使用 k 个保护数位的加法运算的算法与用于减法运算的算法类似。如果 x ≥ y，则对 y 进
行右移位，直到 x 和 y 的小数点对齐。舍弃移过 p + k 位置的任何位。精确计算这两个 p
+ k 位数的和。然后舍入为 p 位。 

我们将检验不使用保护数位时该定理是否成立；一般的情况是类似的。不失一般性，假设
x ≥ y ≥ 0 并将 x 乘以某一因子使其具有 d.dd…d × β0 的形式。首先，假定没有进位。那
么，从 y 的末尾移掉的位所具有的值小于 β-p + 1，且和至少为 1，因此相对误差小于 β-

p+1/1 = 2e。如果有进位，则必须将移位误差增加到

。

和至少为 β，因此相对误差小于 

 ≤ 2ε 。 ❚ 

显而易见，结合这两个定理可以得出定理 2。定理 2 给出了执行一个运算的相对误差。比
较 x2 - y2 和 (x + y) (x – y) 的舍入误差要求知道乘法运算的相对误差。 x  y 的相对误差
是 δ1 = [(x  y) – (x – y)] / (x – y)，它满足 |δ1|≤ 2e。或者，以另一种方式书写

x  y = (x - y) (1 + δ1),    |δ1| ≤ 2e (19)

类似地

y y– δ+

β 1–( ) β 1– … β k–+ +( )
------------------------------------------------------------ β 1–( )β p– β 1– … β k–+ +( )

β 1–( ) β 1– … β k–+ +( )
-----------------------------------------------------------------------< β p–=

y y

1
2
---β p– 2+

β p– 1+ 1
2
---β p– 2++⎝ ⎠

⎛ ⎞ β⁄ 1 β 2⁄+( )β p–=
What Every Computer Scientist Should Know About Floating-Point Arithmetic D-39



x ⊕ y = (x + y) (1 + δ2),   |δ2| ≤ 2e (20)

假定乘法是通过计算精确乘积再进行舍入来执行的，相对误差 大为 .5 ulp，那么，对于
任何浮点数 u 和 v

u ⊗ v = uv (1 + δ3),          |δ3| ≤ e (21)

将这三个等式放在一起 （假设 u = x  y 且 v = x ⊕ y)，会得出

(x  y) ⊗ (x ⊕ y) = (x - y) (1 + δ1) (x + y) (1 + δ2) (1 + δ3) (22)

因此，在计算 (x - y) (x + y) 时引起的相对误差是

(23)

此相对误差等于 δ1 + δ2 + δ3 + δ1δ2 + δ1δ3 + δ2δ3 + δ1δ2δ3，其边界是 5ε + 8ε2。换句话说，
大相对误差大约是舍入误差的 5 倍 （因为 e 是一个很小的数， e2 几乎可以忽略）。 

对 (x ⊗ x)  (y ⊗ y) 的类似分析无法得出很小的相对误差值，因为将 x 和 y 的两个接近
值代入 x2 - y2 时，相对误差通常是相当大的。查看它的另一方法是尝试并重复对 (x  y)
⊗ (x ⊕ y) 进行的分析，将会得出

(x ⊗ x)  (y ⊗ y) =  [x2(1 + δ1) - y2(1 + δ2)] (1 + δ3)
= ((x2 - y2) (1 + δ1) + (δ1 - δ2)y2) (1 + δ3)

当 x 和 y 接近时，误差项 (δ1 - δ2)y2 可以与结果 x2 - y2 一样大。这些计算证明我们的以
下断言是正确的：(x – y) (x + y) 比 x2 – y2 更精确。 

接下来，我们分析三角形面积的公式。为了估算在使用 (7) 计算时出现的 大误差，将需
要以下定理。 

D.6.1.5 定理 11

如果减法运算使用了保护数位且操作数满足 y/2 ≤ x ≤ 2y，则 x - y 可以精确算出。 

D.6.1.6 证明

请注意，如果 x 和 y 的指数相同，则 x  y 一定是精确的。否则，根据定理中的条件，
指数 多可以相差 1。如有必要，x 和 y 可以按比例缩放并互换，从而使 0 ≤ y ≤ x，并将
x 表示为 x0.x1 … xp - 1，将 y 表示为 0.y1 … yp。那么，用于计算 x  y 的算法将精确计

x y–( ) x y+( )⊗ x
2

y
2

–( )–

x
2

y
2

–( )
--------------------------------------------------------------------- 1 δ1+( ) 1 δ2+( ) 1 δ3+( ) 1–=
D-40 《数值计算指南》 • 2005 年 1 月



算 x - y 并舍入到一个浮点数。如果差的形式为 0.d1 … dp，则差值的长度将已经是 p 位，
因此不必进行舍入。由于 x ≤ 2y, x - y ≤ y，且 y 的形式是 0.d1 … dp，因此 x - y 也满足这
样的形式。 ❚

当 β > 2 时，定理 11 的假设不能由 y/β ≤ x ≤ βy 替换；更严格的条件 y/2 ≤ x ≤ 2y 仍然
是必需的。在定理 10 被证明之后，随即对 (x - y) (x + y) 中的误差进行了分析，其中利用
了加法和减法两种基本运算的相对误差很小（即等式 (19) 和 (20)）这一事实。这是一种
常见的误差分析。但是，就如同以下证明过程所显示的那样，分析公式 (7) 还需要其他

内容，即定理 11。 

D.6.1.7 定理 12

如果减法运算使用保护数位，而且 a、 b 和 c 是三角形的边 (a ≥ b ≥ c)，则计算
(a + (b + c))(c - (a - b))(c + (a - b))(a +(b - c)) 时的相对误差 大为 16ε，条件是 e < .005。

D.6.1.8 证明

让我们逐一检查各因子。依据定理 10，b ⊕ c = (b + c) (1 + δ1)，其中 δ1 是相对误差，|δ1|
≤ 2ε。所以，第一个因子的值是

(a ⊕ (b ⊕ c)) = (a + (b ⊕ c)) (1 + δ2) = (a + (b + c) (1 + δ1))(1 + δ2)，

因此

   (a + b + c) (1 - 2ε)2 ≤ [a + (b + c) (1 - 2ε)] ⋅ (1−2ε) 
≤ a ⊕ (b ⊕ c)
≤ [a + (b + c) (1 + 2ε)] (1 + 2ε)
≤ (a + b + c) (1 + 2ε)2 

这意味着存在一个 η1 满足

(a ⊕ (b ⊕ c)) = (a + b + c) (1 + η1)2, |η1| ≤ 2ε。 (24)

下一项涉及 c 和 a b 的有可能是恶性的相减，因为 a  b 可能具有舍入误差。因为 a、
b 和 c 是三角形的边，所以 a ≤ b+ c，将此与排序 c ≤ b ≤ a 结合在一起就可以得出 a ≤ b
+ c ≤ 2b ≤ 2a。因此， a - b 满足定理 11 的条件。这意味着 a - b = a  b 是精确的，因此
c  (a - b) 是一个无害相减，可以依据定理 9 进行估算，估算结果为

(c  (a  b)) = (c - (a - b)) (1 + η2), |η2| ≤ 2ε (25)

第三项是两个精确正量的和，因此有
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(c ⊕ (a  b)) = (c + (a - b)) (1 + η3), |η3| ≤ 2ε (26)

后一项是

(a ⊕ (b  c)) = (a + (b - c)) (1 + η4)2, |η4| ≤ 2ε, (27)

其中同时使用了定理 9 和定理 10。如果假定乘法运算精确舍入，使得  x ⊗ y = xy(1 + ζ)
且 |ζ| ≤ ε，那么将 (24)、 (25)、 (26) 和 (27) 结合在一起就可以得出

(a ⊕ (b ⊕ c)) (c  (a  b)) (c ⊕ (a  b)) (a ⊕ (b  c))
≤(a + (b + c)) (c - (a - b)) (c + (a - b)) (a + (b - c)) E 

其中

E = (1 + η1)2 (1 + η2) (1 + η3) (1 +η4)2 (1 + ζ1)(1 + ζ2) (1 + ζ3) 

E 的一个上界是 (1 + 2ε)6(1 + ε)3，其展开结果是 1 + 15ε + O(ε2)。有些作者干脆忽略了
O(e2) 项，但其实说明这一项是很容易的。令 (1 + 2ε)6(1 + ε)3 = 1 + 15ε + εR(ε)，其中 R(ε)
是一个具有正系数的、e 的多项式，由此可知它是 ε 的递增函数。因为 R(.005) = .505，所
以对于所有的 ε < .005， R(ε) < 1，由此可得 E ≤ (1 + 2ε)6(1 + ε)3 < 1 + 16ε。求 E 的一个
下界时，我们注意 1 - 15ε  - εR(ε) < E，因此当 ε < .005 时， 1 - 16ε < (1 - 2ε)6(1 - ε)3。将
这两个界限结合在一起可得 1 - 16ε < E < 1 + 16ε。因此，相对误差 大为 16ε。 ❚

定理 12 明白地显示在公式 (7) 中不存在恶性抵消。因此，虽然不必显示公式 (7) 在数值
上是稳定的，但是具有整个公式的界限是令人满意的，这正是第 6 页的 “抵消”中的定
理 3 给出的。

D.6.1.9 定理 3 的证明

假设

q = (a + (b + c)) (c - (a - b)) (c + (a - b)) (a + (b - c)) 

且

Q = (a ⊕ (b ⊕ c)) ⊗ (c  (a  b)) ⊗ (c ⊕ (a  b)) ⊗ (a ⊕ (b  c))。 

然后，由定理 12 得 Q = q(1 + δ)，且 δ ≤ 16ε。可以很容易地得到

(28)1 0.52 δ 1 δ– 1 δ+ 1 0.52 δ+≤ ≤ ≤–
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条件是 δ ≤ .04/(.52)2 ≈ .15，因为 |δ| ≤ 16ε ≤ 16(.005) = .08，所以 δ 确实满足此条件。因
此

，

且 |δ1|≤ .52|δ|≤ 8.5ε。如果将计算平方根时的误差控制在 .5 ulp 内，则计算  时的
误差是 (1 + δ1)(1 + δ2)，其中 |δ2|≤ ε。如果 β = 2，则在除以 4 时不会产生进一步的误
差。否则，在做除法时还需要另一因子 1 + δ3（|δ3| ≤ ε），通过使用证明定理 12 时的方
法， (1 +δ1) (1 + δ2) (1 + δ3) 的 终误差界限取决于 1 + δ4 （|δ4| ≤ 11ε）。 ❚

要使紧跟定理 4 陈述之后的启发式说明变得精确，下一个定理正好说明 µ(x) 近似一个常
数时的接近程度。 

D.6.1.10 定理 13

如果 µ(x) = ln(1 + x)/x，则对于 0 ≤ x ≤ ,  ≤ µ(x) ≤ 1 且导数满足 |µ’(x)| ≤ 。

D.6.1.11 证明

请注意， µ(x) = 1 - x/2 + x2/3 - … 是具有递减项的交错级数，因此对于 x ≤ 1， µ(x) ≥ 1
- x/2 ≥ 1/2。可以更容易地看出：因为 µ 的级数是交错的，所以 µ(x) ≤ 1。 µ’(x) 的泰勒
级数也是交错的，而且如果 x ≤  具有递减项，那么 -  ≤ µ’(x) ≤ -  + 2x/3，或者
-  ≤ µ’(x) ≤ 0，因此 |µ’(x)| ≤ 。 ❚ 

D.6.1.12 定理 4 的证明

因为 ln 的泰勒级数

是一个交错级数，所以 0 < x - ln(1 + x) < x2/2，按 x 近似 ln(1 + x) 时产生的相对误差的
界限是 x/2。如果 1 ⊕ x = 1，则 |x| < ε，因此相对误差的界限是 ε/2。

Q q 1 δ+( ) q 1 δ
1

+( )= =

Q

3
4
--- 1

2
--- 1

2
---

3
4
--- 1

2
--- 1

2
---

1
2
--- 1

2
---

ln 1 x+( ) x x2

2
------– x3

3
------ …–+=
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当 1 ⊕ x ≠ 1 时，定义   满足 1 ⊕ x = 1 +  。又因为 0 ≤ x < 1，所以 (1 ⊕ x)  1 =  。
如果要将计算除法和对数时的误差控制在  ulp 内，则表达式 ln(1 + x)/((1 + x) - 1) 的计
算值是

 (1 + δ1) (1 + δ2) =  (1 + δ1) (1 + δ2) = µ( ) (1 + δ1) (1 + δ2)
(29)

其中 |δ1| ≤ ε 且 |δ2| ≤ ε。要估算 µ( )，请使用中值定理，该定理指出

µ( ) - µ(x) = (  - x)µ′(ξ) (30)

其中 ξ 介于 x 和   之间。根据  的定义，可以得出 |  - x| ≤ ε，将此与定理 13 结合在
一起可以得出 |µ( ) - µ(x)| ≤ ε/2，或 |µ( )/µ(x) - 1| ≤ ε/(2|µ(x)|) ≤ ε，这意味着
µ( ) = µ(x) (1 + δ3)， |δ3| ≤ ε。 后，乘以 x 会引入 δ4，因此

x⋅ln(1 ⊕ x)/((1 ⊕ x)  1) 的计算值

是

很容易得出：如果 ε < 0.1，则

(1 + δ1) (1 + δ2) (1 + δ3) (1 + δ4) = 1 + δ，

其中 |δ| ≤ 5ε。 ❚

使用公式 (19)、 (20) 和 (21) 进行误差分析的一个有趣示例出现在二次方程求根公式
  中。第 6 页的 “抵消”节解释改写公式将如何消除 ± 运算引起的

潜在抵消。但是，在计算 d = b2 – 4ac 时还可能出现另一个抵消。通过对公式进行简单的
重新排列不能消除该潜在抵消。大致说来，当 b2 ≈ 4ac 时，舍入误差 多可以影响使用二
次方程求根公式计算的根中数位的一半。下面是一个非正式证明 （估算二次方程求根公
式误差的另一种方法见于 Kahan [1972]）。

如果 b2 ≈ 4ac，则舍入误差 多可以影响使用二次方程求根公式 。

证明：记 (b ⊗ b)  (4a ⊗ c) = (b2(1 + δ1) - 4ac(1 + δ2)) (1 + δ3)，其中 |δi|≤ ε。30 令 d =
b2 - 4ac，上式可改写为 (d(1 + δ1) - 4ac(δ2 - δ1)) (1 + δ3)。为获得此误差的估计大小，忽略
δi 中的二次项，此时绝对误差为 d(δ1 + δ3) – 4acδ4，其中 |δ4| = |δ1 – δ2| ≤ 2ε。因为

30.在此非正式证明中，假定 β = 2，使得乘以 4 的结果是精确的，且不需要 δi。

x̂ x̂ x̂
1
2
---

1 x⊕( )ln
1 x⊕ )    1
--------------------------------- 1 x̂+( )ln

x̂
------------------------ x̂

x̂

x̂ x̂

x̂ x̂ x̂
x̂ x̂

x̂

ln 1 x+( )
1 x+ ) 1–
-------------------------- 1 δ

1
+( ) 1 δ

2
+( ) 1 δ

3
+( ) 1 δ

4
+( ), δi ≤

b– b2 4ac–±( ) 2a⁄

b– b2 4ac–±( ) 2a⁄
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，所以可以忽略第一项 d(δ1 + δ3)。要估算第二项，可令 ax2 + bx + c = a(x – r1) (x
– r2)，因此 ar1r2 = c。因为 b2 ≈ 4ac，所以  r1 ≈ r2，可得第二误差项为  。
这样，   的计算值是

 

不等式

 

显示

其中

因此 a 中的绝对误差大约为  。因为 δ4 ≈ β-p，所以 ，这样
的绝对误差就破坏了根 r1 ≈ r2 的下半部分数位。换句话说，由于根的计算涉及计算

，并且此表达式在对应于 ri 的一半低位的位置中没有有效位，所以 ri 的低位
不是有效的。 ❚

后，我们转到定理 6 的证明。它基于以下事实（将在第 51 页的 “定理 14 和定理 8”
节中证明）。 

D.6.1.13 定理 14

假定 0 < k < p，设 m = βk + 1，并假定浮点运算是精确舍入的。那么，(m ⊗ x)  (m ⊗ x
 x) 与舍入到 p – k 有效位的 x 完全相等。更精确的说法是，舍入 x 的方法是取 x 的有

效位，可以设想为小数点正好在 k 个 低有效位的左侧并舍入为一个整数。 

D.6.1.14 定理 6 的证明

依据定理 14，xh 是舍入到 p – k =  位的 x。如果没有进位，则 xh 当然可以用
个有效位表示。假定存在进位。如果 x = x0.x1 … xp - 1 × βe，则舍入将 xp - k - 1 加 1。可能
有进位的唯一情况是 xp - k - 1 = β - 1，但此时 xh 的低位数字是 1 + xp - k- 1 = 0，因此 xh 同
样可用  。 

d 4ac«
4acδ4 4a2r1δ4

2≈
d

d 4a2r
1
2δ

4
+

q  p2 q2–   p2 q2+  ≤  p q  p  q  >≥,+≤ ≤–

d 4a2r
1
2δ

4
+ d E+=

E 4a2r
1
2 δ

4
≤

d 2⁄ r1 δ4 δ4 β p 2⁄–≈ r1 δ
4

d( ) 2a( )⁄

p 2⁄ p 2⁄

p 2⁄
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要处理 xl，请按比例增减 x 使其成为满足 βp - 1 ≤ x ≤ βp - 1 的整数。假设 ，其
中  是 x 的 p - k 个高位数字，  是 k 个低位数字。有三种情况需要考虑。如果

，则将 x 舍入到 p - k 位的结果与截断相同，而且  和 。因
为  多有 k 位，如果 p 是偶数，则  的位数 多为 k =  =  。否则， β =
2 且  可以使用 k - 1 ≤  个有效位表示。第二种情况是在 
时，计算 xh 涉及上舍入，因此 xh =  + βk，且 xl = x - xh = x - βk =  - βk。同样，

 多有 k 位，因此可以使用 ⎣p/2⎦ 位表示。 后，如果
 = (β/2)βk - 1，则 xh = 或 + βk，这取决于是否存在上舍入。因此 xl 是 (β/2)βk - 1

或 (β/2)βk - 1 - βk = -βk/2，二者都是用 1 位表示的。 ❚

定理 6 提供了一种将两个工作精度数的乘积精确表示为一个和的方式。有一个用于精确
表示和的相应公式。如果 |x| ≥ |y|，则 x + y = (x ⊕ y) + (x  (x ⊕ y)) ⊕ y [Dekker 1971
； Knuth 1981，4.2.2 节中的定理 C]。但是，在使用精确舍入运算时，此公式仅对 β = 2
是正确的，而对于 β = 10 是不正确的，如示例 x = .99998、 y = .99997 所示。 

D.6.2 二进制到十进制的转换

由于单精度有 p = 24，且 224 < 108，所以您可能会认为将二进制数转换为 8 个十进制位
将足以恢复原始二进制数。但是，这是不正确的。 

D.6.2.1 定理 15

当将二进制 IEEE 单精度数转换为 接近的八位十进制数时，从十进制数唯一地恢复二进
制数并不总是可能的。但是，如果使用九个十进制位，则将十进制数转换为 接近的二进
制数将恢复原始浮点数。 

D.6.2.2 证明

半开区间 [103, 210) = [1000, 1024) 中的二进制单精度数有 10 位在二进制小数点的左侧，
有 14 位在二进制小数点的右侧。因此，在该区间中有 (210 - 103)214 = 393,216 个不同的二
进制数。如果十进制数是使用 8 位表示的，则在同一区间中有 (210 - 103)104 = 240,000 个
十进制数。 240,000 个十进制数无法表示 393,216 个不同的二进制数。因此， 8 个十进制
位不足以唯一表示每个单精度二进制数。 

要说明 9 位是足够的，只需说明二进制数之间的间隔始终大于十进制数之间的间隔就足
够了。这将确保对于每个十进制数 N，区间 

[N - ulp, N + ulp]

多包含一个二进制数。这样，每个二进制数都舍入为唯一的十进制数，而十进制数又舍
入为唯一的二进制数。 

x xh xl+=
xh xl

xl β 2⁄( )βk 1–< xh xh= xl xl=
xl xl p 2⁄ p 2⁄

x1 2k 1–< p 2⁄ x β 2⁄( )βk 1–>
xh xh xl

xl
xl xh xh

1
2
--- 1

2
---
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以区间 [10n, 10n + 1] 为例来说明二进制数之间的间隔始终大于十进制数之间的间隔。在此
区间上，连续二进制数之间的间隔是 10(n + 1) - 9。在 [10n, 2m] 上 （其中 m 是满足 10n <
2m 的 小整数），二进制数的间隔是 2m - 24，并且在该区间中此间隔变得越来越大。因
此，只需证明 10(n + 1) - 9 < 2m - 24。而事实上，由于 10n < 2m，所以 10(n + 1) - 9 = 10n10-8 <
2m10-8 < 2m2-24。 ❚

应用于双精度的同一参数显示恢复双精度数需要 17 个十进制位。 

二进制 - 十进制转换还提供了使用标志的另一示例。回想一下第 15 页的“精度”节中的
内容：要从十进制扩展恢复二进制数，必须精确计算十进制到二进制的转换。该转换的方
法是按单扩展精度将量 N 和 10|P| （如果 p < 13，则二者都是精确的）相乘，然后舍入
到单精度（如果 p < 0，则将它们相除；这两种情况是类似的）。当然，N ⋅ 10|P| 的计算
结果不可能是精确的；必须保持精确的是组合运算 round(N ⋅ 10|P|)，其中舍入是从单扩
展精度到单精度。要了解它为什么可能不是精确的，请举一个简单的例子：β = 10， p =
2（对于单精度）或 p = 3（对于单精度扩展）。如果乘积是 12.51，则这将作为单精度扩
展乘法运算的一部分舍入为 12.5。舍入到单精度的结果为 12。但是该结果是不正确的，
因为将乘积舍入到单精度的结果应该是 13。误差是双舍入导致的。 

通过使用 IEEE 标志，可以避免双舍入，如下所示。保存不精确标志的当前值，然后将其
重置。将舍入模式设置为 “舍入为零”。然后，执行乘法运算 N ⋅ 10|P|。将不精确标志
的新值存储在 ixflag 中，并恢复舍入模式和不精确标志。如果 ixflag 是 0，则 N ⋅
10|P| 是精确的，因此 round(N ⋅ 10|P|) 直到 后一位都是正确的。如果 ixflag 是 1，
则某些数字被截去了，因为舍入为零时总是截去数字。乘积的有效位类似于
1.b1…b22b23…b31。如果 b23 …b31 = 10…0，则可能出现双舍入误差。解决这两种情况的简
单方法是执行 ixflag 和 b31 的逻辑 OR运算。这样，在所有情况下 round(N ⋅ 10|P|) 都
能正确计算。 

D.6.3 求和中的误差

第 34 页的“优化器”节提到了精确计算非常长的和的问题。改进精度的 简单方法是使
精度加倍。为大致估计出精度加倍时和的精度的改进程度，假设  s1 = x1, s2 = s1 ⊕ x2…, si
= si - 1 ⊕ xi。由此可得 si = (1 + δi) (si - 1 + xi)，其中 ⎟δi⎟ ≤ ε。忽略 δi 中的二次项将得出

(31)

(31) 的第一个等式显示  的计算值与对 xj 的扰动值执行精确求和时的结果是相同的。
第一项 x1 的扰动范围是 nε， 后一项 xn 的扰动范围是 ε。(31) 中的第二个等式显示误差
项的界限是  。使精度加倍具有对 ε 取平方的效果。如果求和是以 IEEE 双精度格
式执行的，那么 1/ε ≈ 1016，因此对于 n 的任何合理值， 。这样，使精度加倍采用
了 大扰动 nε，并将其更改为  。因此， Kahan 求和公式 （定理 8）的 2ε 误差
界限不如使用双精度好，但比使用单精度要好得多。 

有关 Kahan 求和公式为何成立的直观解释，请参考下面的过程图。 

sn xj 1 δk
k j=

n

∑+

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

j 1=

n

∑ xj xj δk
k j=

n

∑
⎝ ⎠
⎜
⎜
⎜
⎛ ⎞

j 1=

n

∑+

j 1=

n

∑= =

Σxj

nεΣ xj
nε 1«

nε2 ε«
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每次增加被加数时，都有一个校正因子 C，该因子将在下一循环中得以应用。因此，首先
从 Xj 中减去在上一循环中计算的校正因子 C，得出校正后的被加数 Y。然后，将此被加
数增加到连续和 S 中。在和中， Y 的低位 （即 Yl）已丢失。接下来，通过计算 T - S 来
计算 Y 的高位。当从中减去 Y 时，Y 的低位将恢复。这些是图中第一次求和时丢失的位。
它们将成为下一循环的校正因子。定理 8 的正式证明包括在第 51 页的“定理 14 和定理
8”节中 （摘自 Knuth [1981] 第 572 页）。

D.7 小结 
计算机系统设计人员往往忽略系统中与浮点有关的部分。这很可能是由于计算机科学课
程中很少注意浮点问题。而这又导致一种流行的看法：浮点不是一个可量化的主题，因此
详细讨论处理浮点的硬件和软件没有多大意义。 

本文证明了进行有关浮点的严谨推理是可能的。例如，可以证明如果基础硬件具有保护数
位，则涉及抵消的浮点算法具有较小的相对误差；再如，存在一种用于二进制 - 十进制转
换的高效算法，可以证明在支持扩展精度的条件下它是可逆的。当作为基础的计算机系统
支持浮点时，执行构造可靠浮点软件的任务将容易得多。除了刚才提到的两个示例 （保
护数位和扩展精度）外，本文的第 28 页的“系统方面”节还包含许多说明如何更好地支
持浮点的示例，内容涉及从指令集设计到编译器优化等各方面。 

随着 IEEE 浮点标准得到越来越广泛的应用，利用该标准的各种特性的代码也将变得更具
可移植性。第 14 页的 “IEEE 标准”节提供了很多示例，说明在编写实际的浮点代码时
如何使用 IEEE 标准的各种特性。 

S

S
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T

Yh Yl

Yh Yl

−Yl

Yh
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D.10 定理 14 和定理 8
此节包含正文中省略的两个技术性更强的证明。 

D.10.1 定理 14
假定 0 < k < p，设 m = βk + 1，并假定浮点运算是精确舍入的。那么，(m ⊗ x)  (m ⊗ x

 x) 与舍入到 p - k 个有效位的 x 完全相等。更精确的说法是，舍入 x 的方法是取 x 的
有效位，可以设想为小数点正好在 k 个 低有效位的左侧并舍入为一个整数。

D.10.2 证明

证明分为两种情况，这取决于 mx = βkx + x 的计算是否具有进位。 

假定没有进位。按比例增减 x 使其成为一个整数是无害的。那么，mx = x + βkx 的计算类
似于： 

aa...aabb...bb
+aa...aabb...bb
zz...zzbb...bb

其中 x 已经被分为两个部分。处于低位的 k 个数字被标记为 b，处于高位 p - k 个数字被
标记为 a。从 mx 计算 m ⊗ x 涉及舍弃处于低位的 k 个数字 （标记为 b 的数字），因此
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m ⊗ x = mx - x mod(βk) + rβk (32)

如果 .bb...b 大于 ，则 r 的值是 1，否则是 0。更准确地说，

如果 a.bb...b 舍入为 a + 1，则 r = 1，否则 r = 0。 (33)

接下来，计算 m ⊗ x – x = mx – x mod(βk) + rβk - x = βk(x + r) – x mod(βk)。下图显示如
何计算舍入的 m ⊗ x - x，即 (m ⊗ x)  x。顶行是 βk(x + r)，其中 B 是将 r 与 低位数
字 b 相加而产生的数字。

aa...aabb...bB00...00
-bb...bb            
zz...     zzZ00...00

如果 .bb...b < ，则 r = 0，减法运算导致从标记为 B 的数字借位，但是差值将进行上
舍入，因此 终的结果是经过舍入的差等于顶行，即 βkx。如果 .bb...b >  则 r = 1，
由于借位而从 B 中减 1，因此结果是 βkx。 后，以 .bb...b =   为例。如果 r = 0，则
B 是偶数，Z 是奇数，将差进行上舍入会得出 βkx。类似地，当 r = 1 时，B 是奇数，Z 是
偶数，而差将进行下舍入，因此差同样是 βkx。综上所述，

(m ⊗ x)  x = βkx (34)

结合等式 (32) 和 (34) 可以得出 (m ⊗ x) - (m ⊗ x  x) = x – x mod(βk) + ρ⋅βk。执行此计
算的结果是 

r00...00
       + aa...aabb...bb
       - .......bb...bb 
         aa...aA00...00

计算 r 的规则 （即等式 (33)）与将 a... ab...b 舍入到 p – k 位的规则是相同的。
因此，在 x + βkx 没有进位的情况下，按浮点运算精度计算 mx – (mx – x) 的结果与将
x 舍入到 p – k 位完全相等。 

当 x + βkx 确实有进位时， mx = βkx + x 类似于： 

aa...aabb...bb
+aa...aabb...bb
zz...zZbb...bb

因此，m ⊗ x = mx – x mod(βk) + wβk，其中 w = -Z（条件是 Z < β/2），但是 w 的精确
值是不重要的。接下来， m ⊗ x – x = βkx – x mod(βk) + wβk。在图中

aa...aabb...bb00...00
-  bb... bb
+  w                 
 zz   ... zZbb ...bb31

1
2
---

1
2
---

1
2
---

1
2
---
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经过舍入得出 (m ⊗ x)  x = βkx + wβk - rβk，其中 r = 1 （条件是 .bb...b >  或者
.bb...b =  且 b0 = 1）。32 后，

(m ⊗ x) - (m ⊗ x  x) = mx  - x mod(βk) + wβk - (βkx + wβk – rβk)
= x - x mod(βk) + rβk。

同样，当 a...ab...b 舍入到 p - k 位涉及上舍入时， r = 1 完全成立。这样就在所有情
况下，证明了定理 14。 ❚ 

D.10.2.1 定理 8 （Kahan 求和公式）

假设   是使用以下算法计算的

那么，计算的和 S 等于 S = Σ xj (1 + δj) + O(Nε2) Σ |xj|，其中 |δj| ≤ 2ε。 

D.10.2.2 证明

首先，回想一下简单公式 Σ xi 的误差是如何估算的。引入 s1 = x1, si = (1 + δi) (si - 1 + xi)。
可知计算和为 sn，它是各项的总和，其中的每一项都是 xi 乘以包含 δj 的表达式。x1 的精
确系数是 (1 + δ2)(1 + δ3)  (1 + δn)，因此通过重新编号， x2 的系数一定是 (1 + δ3)(1 + δ4)
… (1 + δn)，依此类推。定理 8 的证明过程完全相同，只是 x1 的系数更复杂。具体讲，
就是 s0 = c0 = 0 且

yk = xk  ck - 1 = (xk - ck - 1) (1 + ηk) 

sk = sk - 1 ⊕≈ yk = (sk-1 + yk) (1 + σk) 

ck = (sk  sk - 1)  yk= [(sk - sk - 1) (1 + γk) - yk] (1 + δk)

其中的所有希腊字母的界限都是 ε。虽然 sk 中 x1 的系数是所需的 终表达式，但计算 sk
- ck 和 ck 中 x1 的系数更容易。

当 k = 1 时， 

31.如果加上 w 时不产生进位，那么这就是和。对于加上 w 产生进位的特殊情况，需要另外的参数。 – 编辑者 

32.仅当 (βkx + wβk) 保留  βkx 的形式时，经过舍入才得出 βkx + wβk - rβk。 – 编辑者

S = X[1];

C = 0;

for j = 2 to N {

Y = X[j] - C;

   T = S + Y;

   C = (T - S) - Y;

   S = T;

}

1
2
---

1
2
---

Σ
j 1=
N xj
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c1 = (s1(1 + γ1) - y1) (1 + d1)

= y1((1 + s1) (1 + γ1) - 1) (1 + d1) 

= x1(s1 +γ1 + s1g1) (1 + d1) (1 + h1) 

s1 - c1 = x1[(1 + s1) - (s1 + g1 + s1g1) (1 + d1)](1 + h1) 

= x1[1 - g1 - s1d1 - s1g1 - d1g1 - s1g1d1](1 + h1)

分别调用这两个表达式 Ck 和 Sk 中 x1 的系数，那么

C1 = 2ε + O(ε2) 

S1 = + η1 - γ1 + 4ε2 + O(ε3) 

要得出 Sk 和 Ck 的通用公式，请展开 sk 和 ck 的定义，忽略所有涉及 xi (i > 1) 的项，得到

sk = (sk - 1 + yk)(1 + σk) 

 = [sk - 1 + (xk - ck - 1) (1 + ηk)](1 + σk) 

= [(sk - 1 - ck - 1) - ηkck - 1](1+σk) 

ck= [{sk - sk - 1}(1 + γk) - yk](1 + δk) 

= [{((sk - 1 - ck - 1) - ηkck - 1)(1 + σk) - sk - 1}(1 + γk) + ck - 1(1 + ηk)](1 + δk) 

 = [{(sk - 1 - ck - 1)σk - ηkck-1(1 + σk) - ck - 1}(1 + γk) + ck - 1(1 + ηk)](1 + δk) 

= [(sk - 1 - ck - 1)σk(1 + γk) - ck - 1(γk + ηk(σk + γk + σkγk))](1 + δk),

sk - ck= ((sk - 1 - ck - 1) - ηkck - 1) (1 + σk) 

            - [(sk - 1 - ck - 1)σk(1 + γk) - ck - 1(γk + ηk(σk + γk + σkγk)](1 + δk) 

      = (sk- 1 - ck - 1)((1 + σk) - σk(1 + γk)(1 + δk)) 

                    + ck - 1(-ηk(1 + σk) + (γk + ηk(σk + γk + σkγk)) (1 + δk)) 

   = (s- 1 - ck - 1) (1 - σk(γk + δk + γkδk)) 

               + ck - 1 - [ηk + γk + ηk(γk + σkγk) + (γk + ηk(σk + γk + σkγk))δk]

由于 Sk 和 Ck 多仅计算到次数 ε2，因此这些公式可以简化为

Ck= (σk + O(ε2))Sk - 1 + (-γk + O(ε2))Ck - 1 

Sk= ((1 + 2ε2 + O(ε3))Sk - 1 + (2ε + Ο(ε2))Ck - 1 
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使用这些公式可以得出 

C2 = σ2 + O(ε2) 

S2 = 1 + η1 - γ1 + 10ε2 + O(ε3) 

一般情况下通过归纳可以很容易地得到 

Ck = σk + O(ε2) 

Sk = 1 + η1 - γ1 + (4k+2)ε2 + O(ε3) 

后，所需的是 sk 中 x1 的系数。要获得此值，令 xn + 1 = 0，假设下标为 n + 1 的所有希
腊字母都等于 0，计算 sn + 1。可知， sn + 1 = sn – cn，且 sn 中 x1 的系数小于它在
sn + 1 中的系数，后者即 Sn = 1 + η1 – γ1 + (4n + 2)ε2 = (1 + 2ε + Ο(nε2))。 ❚

D.11 各种 IEEE 754 实现的差别

注 – 此节不是已发表的论文的一部分。增加此节是为了澄清某些观点，并纠正读者可能
通过论文推知的某些有关 IEEE 标准的误解。此材料不是由 David Goldberg 编写的，但
却是经过了他的许可才在此处公布。

前面的论文已经表明：执行浮点运算时必须小心谨慎，因为编程人员可能要依靠其属性来
实现程序的正确性和准确性。特别是在实现 IEEE 标准时需小心谨慎，只有在符合标准的
系统上才能编写出能够正常工作并给出准确结果的有用程序。读者可能会据此得出结论：
这样的程序应该可以移植到所有 IEEE 系统上。事实上，如果 “当一个程序在两台支持
IEEE 运算的计算机之间迁移时，如果任何中间结果是不同的，则一定是由于软件错误，
而不是算法差异。”这一条件成立，那么编写可移植软件会变得更容易。

遗憾的是，IEEE 标准并不保证同一程序在所有符合该标准的系统上都将提供完全相同的
结果。实际上，由于种种原因，大多数程序都会在不同的系统上产生不同的结果。其中一
个原因是，大多数程序都涉及十进制格式和二进制格式之间的数字转换，而 IEEE 标准没
有完全指定执行这样的转换必须使用的准确度。另一个原因是，许多程序使用由系统库提
供的初等函数，而该标准并没有详细说明这些函数。当然，大多数编程人员都知道这些功
能已经超出了 IEEE 标准的范围。
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许多编程人员可能没有意识到，甚至是仅使用 IEEE 标准规定的数字格式和操作数的程序
也可能在不同的系统上计算出不同的结果。实际上，该标准制定者的初衷就是允许不同的
实现获得不同的结果。在 IEEE 754 标准中术语目标的定义里清晰地表达了这个意思：“目
标可以被用户显式指定，也可以由系统隐式提供 （例如，子表达式或过程参数中的中间
结果）。某些语言会将中间计算的结果放在用户无法控制的目标中。但是，此标准根据该
目标的格式和操作数的值定义运算的结果。”（IEEE 754-1985，第 7 页）换句话说，IEEE
标准要求将每个结果都正确舍入到将放置它的目标的精度，但是标准不要求由用户程序
确定的该目标精度。因此，不同的系统可能将其结果提供给不同精度的目标，使同一程序
产生不同的结果 （有时差异很大），即使那些系统都符合标准亦如此。

前面论文中的几个实例需要有关舍入浮点运算方式的某些知识。为了灵活使用诸如这些
例子的实例，编程人员必须能够预知将如何解释程序，尤其是，在 IEEE 系统上，每个算
术运算的目标的精度可能是什么。但是， IEEE 标准中目标定义的漏洞削弱了编程人员知
道将如何解释程序的能力。因此，在高级语言中作为明显可移植程序实现时，上面给出的
几个实例可能无法在 IEEE 系统上正常工作，通常将结果提供给其精度与编程人员所预期
不同的目标。其他实例也可能正常工作，但是证明它们是否正常工作可能超出了一般编程
人员的能力。

在此节中，我们根据 IEEE 754 运算的现有实现通常使用的目标格式的精度对它们进行分
类。然后，回顾论文中的一些实例，来说明以比程序预期精度更宽的精度提供结果会导致
它计算出错误的结果，即使在使用期望的精度时它被证明是正确的。我们还可以再查看论
文中其中一个证明，以阐明处理未预料的精度所需的脑力工作，即使该精度还没有使程序
无效。这些实例说明， IEEE 标准允许在不同实现之间存在差异会阻止我们编写出可以准
确预知其行为的可移植、高效数值软件，而与它规定的所有内容无关。要开发这样的软
件，则首先必须创建限制 IEEE 标准允许的可变性的程序设计语言和环境，并允许编程人
员表示其程序所依赖的浮点语义。

D.11.1 当前的 IEEE 754 实现

IEEE 754 运算的当前实现可以分为两组，它们是按支持硬件中不同浮点格式的程度区分
的。基于扩展的系统，如 Intel x86 系列处理器，完全支持扩展的双精度格式，但是仅部
分支持单精度和双精度：它们提供按单精度和双精度装入或存储数据的指令，飞速地将数
据在单精度和双精度与扩展双精度格式之间来回转换，它们还提供特殊模式 （不是默认
模式），在这样的模式下按单精度或双精度舍入算术运算的结果，即使这些结果以扩展双
精度格式保存在寄存器中。（Motorola 68000 系列处理器在这些模式下按单精度或双精
度格式的精度和范围舍入结果。 Intel x86 及兼容处理器按单精度或双精度格式的精度舍
入结果，但保留与扩展双精度格式相同的范围。）单精度 / 双精度系统，包括大多数 RISC
处理器，完全支持单精度格式和双精度格式，但不支持符合 IEEE 的扩展双精度格式。
（IBM POWER 架构仅部分支持单精度，但出于本节组织的目的，我们将其归入单精度 /
双精度系统。）
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要查看计算的行为在基于扩展的系统上与在单精度 / 双精度系统上有何不同，请参考第
28 页的 “系统方面”中实例的 C 版本： 

在这里，将常数 3.0 和 7.0 解释为双精度浮点数，而且表达式 3.0/7.0 继承双精度数据类
型。在单精度 / 精度双系统上，将按双精度计算表达式的值，因为那是可以使用的 有
效的格式。因此，将按双精度精确舍入 3.0/7.0 的值赋予 q。在下一行中，将再次按双精
度计算表达式 3.0/7.0 的值，当然结果将等于刚赋给 q 的值，于是程序将像期望的那样打
印 “Equal”。

在基于扩展的系统上，即使表达式 3.0/7.0 的类型为双精度，也将以扩展双精度格式在寄
存器中计算商，因此在默认模式下，将按扩展双精度舍入它。但是，当将计算的值赋予变
量 q 时，之后可能将它存储在内存中，因为 q 被声明为双精度，所以将按双精度舍入该
值。在下一行中，可能再次按扩展精度计算表达式 3.0/7.0 的值，产生的结果与存储在 q
中的双精度值不同，使程序打印 “Not equal”。当然，其他结果也是可能的：编译器可
以确定在将表达式 3.0/7.0 的值与 q 进行比较之前在第二行中存储该值并舍入它，或者可
以按扩展精度将 q 保存在寄存器中而不存储它。优化的编译器可能在编译时 （也许是按
双精度，也许是按扩展双精度）计算表达式 3.0/7.0 的值。（使用同一个 x86 编译器，在
为优化进行编译时程序将打印“Equal”，在为调试进行编译时将打印“Not Equal”。）
后，基于扩展的系统的某些编译器自动更改舍入精度模式，以使在寄存器中产生结果的

运算按单精度或双精度舍入那些结果，尽管使用更宽的范围是可能的。这样，在这些系统
上，我们无法仅通过读取其源代码并运用 IEEE 754 运算的基本知识来预知程序的行为。
我们也不能将未能提供符合 IEEE 754 的环境归因于硬件或编译器；硬件已经将正确舍入
的结果提供给每个目标（按要求它做的那样），而且编译器已经将某些中间结果赋予超出
用户控制的目标 （按允许它做的那样）。

D.11.2 在基于扩展的系统上计算的缺陷

按一般的思维，基于扩展的系统必须产生至少是精确的结果，即便不比在单精度 / 双精
度系统上提供的更精确，因为前者始终提供尽可能高的精度，而且通常比后者高。通常的
实例（如上面的 C 程序）以及基于下面讨论的实例的更细致程序说明这种认识至少有一
些天真：一些明显可移植的程序确实是可以跨单精度 / 双精度系统移植的，在基于扩展
的系统上会提供错误的结果，完全是由于编译器和硬件协同工作，提供的精度有时候比程
序所需的高。

int main() {
    double  q;

    q = 3.0/7.0;
    if (q == 3.0/7.0) printf("Equal\n");
    else printf("Not Equal\n");
    return 0;
}
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当前的程序设计语言使程序很难指定它所需的精度。如第 30 页的“语言和编译器”上的
“语言和编译器”节所述，许多程序设计语言不指定在同一上下文中某个表达式 （如
10.0*x）每次运行应该计算出相同的值。在这方面，某些语言（如 Ada）就受到了 IEEE
标准之前的不同运算之间差异的影响。 近，类似 ANSI C 的语言受到了符合标准的、基
于扩展的系统的影响。事实上，ANSI C 标准明确允许编译器按比通常与其类型关联的精
度更宽的精度计算浮点表达式的值。因此，表达式 10.0*x 的值可能以取决于以下各种
因素的方式变化：表达式是立即赋予变量还是作为子表达式出现在更大的表达式中；表达
式是否参与比较；表达式是否作为参数传递给函数，如果是这样，该参数是按值还是按引
用传递；当前的精度模式；编译程序时的优化级别；在编译程序时编译器所使用的精度
模式和表达式计算方法；等等。

不能将表达式计算不完全一致全部归因于语言标准。可能的时候，在扩展精度寄存器中计
算表达式，基于扩展的系统的运行效率 高，但是必须存储的值是按所需的 窄精度存储
的。约束一种语言使其要求 10.0*x 在任何位置都计算为同一值将降低那些系统的性
能。可惜的是，允许那些系统在语义上等价的上下文中将 10.0*x 计算为不同的值会对
开发精确数值软件的编程人员产生它自己的负面影响，它阻止编程人员依赖其程序语法
来表示预定语义。

真正的程序是否依赖给定表达式始终计算为同一值的假设？回想在定理 4 中提供的用于
计算 ln(1 + x) 的算法，在此处用 Fortran 编写： 

在基于扩展的系统上，编译器可能在第三行中按扩展精度计算表达式 1.0 + x 的值并将
结果与 1.0 进行比较。但是，将同一表达式传递给第六行中的 log 函数时，编译器可能
将其值存储在内存中，并按单精度对其进行舍入。这样，如果对于按扩展精度不能将
1.0 + x 舍入为 1.0，x 不够小，但对于按单精度可以将 1.0 + x 舍入为 1.0，对于单精
度已经足够小，那么 log1p(x) 返回的值将是零，而不是 x，相对误差将是一 – 远远大
于 5ε。同样，假定第六行中表达式的其余部分（包括子表达式 1.0 + x 的重新出现）是
按扩展精度计算的。在这种情况下，如果 x 较小但没有小到足以按单精度将 1.0 + x 舍
入为 1.0，则 log1p(x) 返回的值可以超过正确值接近 x，同样相对误差可以接近一。
下面给出一个具体的实例，假设 x 等于 2-24 + 2-47，因此 x 是 小的单精度数，所以
1.0 + x 上舍入到下一个较大的数 1 + 2-23。那么，log(1.0 + x) 大约等于 2-23。因为第
六行中的表达式的分母是按扩展精度计算的，所以它是精确计算的并提供 x，这样
log1p(x) 返回的值大约等于 2-23，该值几乎是精确值的两倍。（至少一种编译器实际出
现过这种情况。当用于 x86 系统的 Sun WorkShop Compilers 4.2.1 Fortran 77 编译器使
用 -O 优化标志编译前面的代码时，生成的代码完全像说明的那样计算 1.0 + x。因此，
函数为 log1p(1.0e-10) 提供零，为 log1p(5.97e-8) 提供 1.19209E-07。 )

real function log1p(x)
real x
if (1.0 + x .eq.1.0) then
   log1p = x
else
   log1p = log(1.0 + x) * x / ((1.0 + x) - 1.0)
endif
return
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为使定理 4 的算法正常工作，在表达式 1.0 + x每次出现时，必须以相同的方式对其进行
计算；在基于扩展的系统上，只有当 1.0 + x 的计算结果在一个实例中为扩展双精度表
示，在另一个实例中为单精度或双精度表示时，该算法才可能无法正常工作。当然，由于
log 是 Fortran 中的一个通用内函数，编译器可能从始至终采用扩展精度来计算表达式
1.0 + x 的值，以相同的精度计算它的对数，但事实上我们不能假设编辑器将这样做。（还
可以设想一个涉及用户定义函数的类似示例。在该情况下，即使用户定义的函数返回的是
单精度结果，编译器可能仍以扩展精度保存参数，但是即使任何现有的 Fortran 编译器这
样做，也很少。）因此，我们可以尝试确保通过将 1.0 + x 指定给某个变量，以便统一计
算结果。遗憾的是，如果我们声明变量 real，由于编译器替换该变量一种外观表示以扩
展精度保存在寄存器中的值，以及该变量另一种外观表示以单精度存储在内存中的值，我
们的想法依然无法实现。相反，我们需要用与扩展精度格式对应的某种类型声明该变量。
标准 FORTRAN 77 不支持这样做，而 Fortran 95 则提供了 SELECTED_REAL_KIND 机制
来描述各种格式，它并不明确要求以扩展精度计算表达式结果的实现，以允许采用扩展精
度声明变量。简而言之，在标准 Fortran 中没有便捷的方式来编写该程序，以保证始终以
我们预想的方式计算表达式 1.0 + x 的值。

 在基于扩展的系统上，有其他一些示例，即使每个子表达式都已存储并因此用相同的精
度舍入，还是不能正常工作。原因就是双舍入。在默认精度模式下，基于扩展的系统 初
会将每个结果舍入为扩展双精度。如果再将该结果以双精度存储，会对它再次进行舍入操
作。这两次舍入的组合可能使生成的值与通过将第一次的结果正确舍入为双精度所得的
结果不同。当舍入为扩展双精度是结果是 “中间数”时，即，该结果恰好在两个双精度
数的中间时，可能出现上述情况，所以第二次舍入由舍入为偶数规则决定。如果第二次舍
入和第一次舍入都是向上舍入或向下舍入，那么净舍入误差将超过 后一位中的一半单
位。（注意，尽管双舍入只影响双精度计算。但还是可以证明只要 q ≥ 2p + 2，两个 p- 位
数的加、减、乘、除，或者一个 p 位数的平方根运算，第一次舍入为 q 位然后再舍入为
p 位与只舍入一次到 p 位的结果相同。因此，扩展的双精度的宽度已足够，单精度计算无
需进行双舍入。）

依赖正确舍入的一些算法会因双舍入而失败。事实上，甚至是不要求正确舍入且在不符合
IEEE 754 的各种计算机上正确工作的一些算法也会因双舍入而失败。其中 有用的算法
是用于执行在第 11 页的“定理 5”节中提到的模拟多精度运算的可移植算法。例如，定
理 6 中所述的用于将浮点数拆分为高位和低位部分的过程在双舍入运算中不能正确工作：
试图将双精度数 252 + 3 × 226 – 1 拆分为两部分，各部分 多为 26 位。按双精度正确舍入
每个运算时，高位部分是 252 + 227，低位部分是 226 – 1，但先按扩展双精度舍入每个运算
再按双精度舍入时，该过程产生的高位部分是 252 + 228，低位部分是 -226 – 1。后一个数
占用 27 位，因此无法按双精度精确计算其平方。当然，仍有可能按扩展双精度计算此数
的平方，但是得出的对数将不再能够移植到单精度 / 双精度系统。此外，多精度乘法算
法中的后续步骤假定按双精度计算了所有的部分乘积。正确处理双精度变量和扩展双精
度变量的混合将大大提高实现的成本。

同样，用于将表示为双精度数的数组的多精度数相加的可移植算法会在双舍入运算中失
败。这些算法通常依赖类似于 Kahan 求和公式的方法。正如第 47 页的“求和中的误差”
节中给出的求和公式非正式解释所提出的，如果 s 和 y 是浮点变量并且 |s| ≥ |y|，计
算：  

t = s + y;
e = (s - t) + y;
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那么，在大多数运算中， e 精确恢复计算 t 时出现的舍入误差。但是，此方法在双舍入
运算中不能正常工作：如果 s = 252 + 1 且 y = 1/2 – 2-54，那么，s + y 先按扩展双精度
舍入为 252 + 3/2，然后依据“在中途情况下舍入为偶数”规则按双精度将此值舍入为 252

+ 2 ；这样，计算 t 时的 终舍入误差是 1/2 + 2-54，它无法按双精度精确表示，因此它
无法用上面所示的表达式精确计算。同样，通过按扩展双精度计算和来恢复舍入误差将是
可能的，但是这样程序将必须进行额外的工作才能将 终输出约简回双精度，双舍入也会
影响此过程。由于这一原因，虽然通过这些方法模拟多精度运算的可移植程序在各种各样
的计算机上正确而高效地运行，但是它们在基于扩展的系统上并不像所声称的那样运行。

后，起初看上去似乎依赖正确舍入的一些算法事实上可能与双舍入一起正确工作。在这
些情况下，处理双舍入的成本不在于实现，而在于对算法是否像声称的那样工作进行的检
验。为了说明这一点，我们证明定理 7 的以下变形：

D.11.2.1 定理 7’

如果 m 和 n 是可以按 IEEE 754 双精度表示的整数，|m| < 252，n 具有特殊形式 n = 2i +
2j，那么 (m  n) ⊗ n = m，条件是两个浮点运算都是按双精度正确舍入的或先按扩展双
精度舍入再按双精度舍入的。 

D.11.2.2 证明

假定 m > 0。那么 q = m  n。将二的幂作为因子进行调整，我们可以考虑一个等价设置，
其中 252 ≤ m < 253，对于 q 是类似的，以便 m 和 q 都是这样的整数：其 低有效位占用
单位位置 （即 ulp(m) = ulp(q) = 1）。在调整之前，假定 m < 252，因此在调整之后， m
是一个偶数整数。此外，因为 m 和 q 的调整值满足 m/2 < q < 2m，所以 n 的对应值必须
具有两种形式中的一种，具体取决于 m 和 q 哪个较大：如果 q < m，显然 1 < n < 2，因
为 n 是两个二的幂的和，所以对于一些 k， n = 1 + 2-k ；同样，如果 q > m，那么 1/2 <
n < 1，因此 n = 1/2 + 2-(k + 1)。（因为 n 是两个二的幂的和，所以 n 的 接近一的可能
值是 n = 1 + 2-52。因为 m/(1 + 2-52) 不比小于 m 的下一个较小双精度数大，所以不能使
q = m。）
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假设 e 表示计算 q 时的舍入误差，以便 q = m/n + e，计算值 q ⊗ n 将是 m + ne 的 （一
次或两次）舍入值。请首先考虑按双精度正确舍入每个浮点运算的情况。在这种情况下，
|e| < 1/2。如果 n 具有形式 1/2 + 2-(k + 1)，则 ne = nq – m 是 2-(k + 1) 的整数倍，且 |ne|
< 1/4 + 2-(k + 2)。这意味着 |ne| ≤ 1/4。请回想一下 m 与下一个较大的可表示数之间的
差是 1， m 和下一个较小的可表示数之间的差是 1 （如果 m > 252）或 1/2 （如果 m =
252）。这样，因为 |ne| ≤ 1/4，m + ne 将舍入为 m。（即使 m = 252 且 ne = –1/4，乘积
也将按“在中途情况下舍入为偶数”规则舍入为 m。）同样，如果 n 具有形式 1 + 2-k，
则 ne 是 2-k 的整数倍，且 |ne| < 1/2 + 2-(k + 1) ；这隐含 |ne| ≤ 1/2。在这种情况下，不
能使 m = 252，因为 m 严格大于 q，因此 m 与其 接近的可表示数相差 ±1。这样，因为
|ne| ≤ 1/2，m + ne 同样将舍入为 m。（即使 |ne| = 1/2，乘积也将按“在中途情况下
舍入为偶数”规则舍入为 m，因为 m 是偶数。）这样就完成了正确舍入运算的证明。

在双舍入运算中，仍可能发生以下情况：q 是正确舍入的商（即使它实际上舍入了两次），
因此像上面那样 |e| < 1/2。在这种情况下，我们可以求助于上一段中的论点，条件是考
虑到 q ⊗ n 将被舍入两次的事实。为了解释这一点，请注意 IEEE 标准要求扩展双精度格
式至少有 64 个有效位，以便数 m ± 1/2 和 m ± 1/4 可以按扩展双精度精确表示。这样，
如果 n 具有形式 1/2 + 2-(k + 1)，以便 |ne| ≤ 1/4，则按扩展双精度舍入 m + ne 必须产生
与 m 多相差 1/4 的结果，如上所述，此值将按双精度舍入为 m。同样，如果 n 具有形
式 1 + 2-k，以便 |ne| ≤ 1/2，则按扩展双精度舍入 m + ne 必须产生与 m 多相差 1/2
的结果，而且此结果将按双精度舍入为 m。（请回想，在这种情况下 m > 252。）

后，要考虑具有以下特点的其余情况：因双舍入而导致 q 不是正确舍入的商。在这些
情况下， 差具有 |e| < 1/2 + 2-(d + 1)，其中 d 是扩展双精度格式中的额外位数。（所有
基于扩展的现有系统都支持正好具有 64 个有效位的扩展双精度格式；对于此格式， d =
64 – 53 = 11。）因为在第二次舍入由 “在中途情况下舍入为偶数”规则确定时双舍入仅
产生不正确的舍入结果，所以 q 必须是偶数整数。这样，如果 n 具有形式 
1/2 + 2-(k + 1)，则 ne = nq – m 是 2-k 的整数倍，且

|ne| < (1/2 + 2-(k + 1))(1/2 + 2-(d + 1)) = 1/4 + 2-(k + 2) + 2-(d + 2) + 2-(k + d + 2) 。

如果 k ≤ d，则意味着 |ne| ≤ 1/4。如果 k > d，则我们具有 |ne| ≤ 1/4 + 2-(d + 2)。在任
一情况下，乘积的第一次舍入都将提供与 m 多相差 1/4 的结果，依据上述论点，第二
次舍入将舍入为 m。同样，如果 n 具有形式 1 + 2-k，则 ne 是 2-(k – 1) 的整数倍，且

|ne| < 1/2 + 2-(k + 1) + 2-(d + 1) + 2-(k + d + 1)。 

如果 k ≤ d，则意味着 |ne| ≤ 1/2。如果 k > d，则我们具有 |ne| ≤ 1/2 + 2-(d + 1)。在任
一情况下，乘积的第一次舍入都将提供与 m 多相差 1/2 的结果，同样依据上述论点，
第二次舍入将舍入为 m。 ❚

前面的证明表明：仅当商引起双舍入时，乘积才会引起双舍入，甚至在此时乘积也舍入为
正确的结果。该证明还表明：即使是对于只有两个浮点运算的程序来说，扩展我们的推理
以包括存在双舍入的可能也可以是有挑战性的。对于更复杂的程序，系统地解释双舍入的
影响也许是不可能的，更不必说双精度计算和扩展双精度计算的更一般组合。
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D.11.3 扩展精度的程序设计语言支持

不应该由前面的实例得出扩展精度本身是无益的这一结论。当编程人员能够有选择地使
用扩展精度时，许多程序可以从扩展精度受益。遗憾的是，当前的程序设计语言没有提供
足够的方式，供编程人员用来指定应该使用扩展精度的时间和方式。为了指出所需的支
持，我们考虑可能希望管理扩展精度的使用的方式。

在将双精度用作其标称工作精度的可移植程序中，我们可能希望控制更宽精度的使用的
方式有以下五种：

1. 在基于扩展的系统上尽可能使用扩展精度进行编译，以产生速度 快的代码。显然，
大多数数值软件对运算的要求仅仅是每个运算中的相对误差以“计算机厄普西隆”为
界限。当内存中的数据按双精度存储时，通常认为计算机厄普西隆是该精度中的 大
相对舍入误差，因为（正确或错误地）假定在输入数据被输入时已经过舍入，在存储
结果时将对其进行类似舍入。这样，尽管按扩展精度计算一些中间结果可能产生更精
确的结果，但是扩展精度不是必需的。在这种情况下，我们可能更希望仅当扩展精度
不会明显减慢程序速度时编译器才使用扩展精度，否则使用双精度。

2. 如果比双精度宽的一种格式相当快且足够宽，则使用该格式，否则使用其他格式。当
扩展精度可用时，一些计算可以更容易地执行，它们也可以按双精度执行，但是会更
加复杂。以计算双精度数向量的欧几里得范数为例。通过计算元素的平方并以 IEEE
754 扩展双精度格式（使用其较宽的指数范围）累加其和，可以为实用长度的向量很
普通地避免过早下溢或上溢。在基于扩展的系统上，这是计算范数的 快方式。在单
精度/双精度系统上，扩展双精度格式将必须在软件中仿真 （如果支持一种格式的
话），而且这样的仿真将比仅使用双精度慢得多，测试异常标志以确定是否发生下溢
或上溢，如果是这样，使用显式调整重复该计算。请注意，要支持扩展精度的这一使
用，语言必须同时提供相当快的 宽可用格式的指示（以便程序可以选择使用哪种方
法）和指示每种格式的精度及范围的环境参数（以便程序可以检验 宽的快速格式是
否足够宽，例如，检验它是否具有比双精度更宽的范围）。

3. 即使比双精度更宽的格式必须在软件中仿真，也要使用该格式。对于比欧几里得范数
实例更复杂的程序，编程人员可能仅希望消除编写程序的两个版本的需要；相反，即
使扩展精度的速度慢也依赖它。同样，语言必须提供环境参数，程序才能确定 宽可
用格式的范围和精度。

4. 请勿使用更宽的精度；即使采用扩展的范围，也将结果正确舍入为双精度格式。对于
需要依赖正确舍入的双精度运算轻松编写的程序（包括上面提到的部分示例），语言
必须为编程人员提供指出不得使用扩展精度的方式，即使可以在寄存器中使用比双精
度更宽的指数范围来计算中间结果也不能使用扩展精度。（以此方式计算出的中间结
果在存储到内存时，如果出现下溢，仍可能执行双舍入：如果算术运算的结果第一次
被舍入为 53 个有效位，然后在必须对该结果进行非规格化操作时，再次将它舍入位
更小的有效位数，那么 终结果可能与只舍入一次，成为非规格化数所得的结果不
同。当然，这种双舍入的形式对任何实际的程序产生不良影响的可能性非常低。）
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5. 按双精度格式的精度和范围正确舍入结果。对于测试数值软件或接近双精度格式的范
围及精度的极限的运算本身的程序，进行双精度严格强制将是极其有用的。以可移植
方式编写这样细致的测试程序往往是很困难的；当它们必须利用伪子例程和其他技
巧强制按特定格式舍入结果时，编写它们更加困难（且容易出错）。因此，使用基于
扩展的系统开发必须可以移植到所有 IEEE 754 实现的可靠软件的编程人员，将很快
发现可以仿真单精度 / 双精度系统的运算而无需特别的努力。

当前语言都不支持所有这五种选择。事实上，几乎没有语言尝试为编程人员提供控制扩展
精度的使用的能力。一个值得注意的例外是 ISO/IEC 9899:1999 程序设计语言 - C 标准，
它是 C 语言的 新修订，现在处于标准化的 终阶段。

C99 标准允许实现以比通常与其类型关联的格式更宽的格式计算表达式的值，但是 C99
标准建议使用仅仅三种表达式计算方法之一。建议使用的三种方法以将表达式 “提升”
到更宽格式的程度为特征，鼓励实现通过定义预处理程序宏 FLT_EVAL_METHOD 来识别
它使用哪种方法：如果 FLT_EVAL_METHOD 是 0，则以对应于其类型的格式计算每个表
达式；如果 FLT_EVAL_METHOD 是 1，则将浮点表达式提升到对应于双精度的格式；如
果 FLT_EVAL_METHOD 是 2，则将浮点和双精度表达式提升到对应于长双精度的格式。
（允许实现将 FLT_EVAL_METHOD 设置为 -1 以指示表达式计算方法是不能确定的。 ）
C99 标准还要求 <math.h> 头文件定义类型 float_t 和 double_t，它们分别至少与
浮点和双精度一样宽，旨在与用于计算浮点和双精度表达式的类型匹配。例如，如果
FLT_EVAL_METHOD 是 2，则 float_t 和 double_t 都是长双精度。 后， C99 标准
要求 <float.h> 头文件定义指定对应于每种浮点类型的格式的范围及精度的预处理程
序宏。

C99 标准要求或建议的功能组合支持上面列出的五种选择中的一些选择，但是不支持所
有 选 择。例 如，如 果 实 现 将 长 双 精 度 类 型 映 射 到 扩 展 双 精 度 格 式，并 将
FLT_EVAL_METHOD 定义为 2，则编程人员可以合理地假定扩展精度的速度较快，因此
类似欧几里得范数实例的程序只需使用长双精度（或 double_t）类型的中间变量即可。
另一方面，同一实现必须按扩展精度保存匿名表达式，即使它们存储在内存中（例如，
当编译器必须使浮点寄存器溢出时），并且它必须存储赋予声明为双精度的变量的表达式
的结果，以便将其转换为双精度，即使它们可以保存在寄存器中。这样，双精度或
double_t 类型都不能进行编译以便在基于扩展的当前硬件上产生速度 快的代码。

同样，C99 标准提供了此部分中实例所说明的一些问题（但不是所有问题）的解决方法。
如果将表达式 1.0 + x 赋予一个变量（为任何类型）且该变量是自始至终使用的，则可
以保证 log1p 函数的 C99 标准版本正确工作。但是，用于将双精度数拆分为高位部分和
低位部分的可移植的、高效的 C99 标准程序更为困难：在无法保证按双精度正确舍入双
精度表达式的情况下，如何在正确的位置进行拆分并避免双舍入？一种解决方法是使用
double_t 类型在单精度 / 双精度系统上按双精度执行拆分，在基于扩展的系统上按扩
展精度进行拆分，以便在任一情况下都将正确舍入运算。定理 14 告诉我们可以在任意位
的位置进行拆分，条件是知道基础运算的精度， FLT_EVAL_METHOD 和环境参数宏应该
提供此信息。
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下面的程序片段显示一种可能的实现：  

当然，要求出此解，编程人员必须知道：双精度表达式可能是按扩展精度计算的；随之出
现的双舍入问题可以导致算法出错；依据定理 14 可能改用扩展精度。更显而易见的解决
方法是只需指定按双精度正确舍入每个表达式即可。在基于扩展的系统上，这只要求更改
舍入精度模式，但可惜的是， C99 标准没有提供做到这一点的可移植方法。（Floating-
Point C Edits （指定为支持浮点而对 C90 标准进行的更改的工作文档）的早期草案建议
具有舍入精度模式的系统上的实现提供 fegetprec 和 fesetprec 函数以获取和设置
舍入精度，这两个函数与获取和设置舍入方向的 fegetround 和 fesetround 函数类
似。在对 C99 标准进行更改之前删除了此建议案。）

巧合的是， C99 标准支持具有不同整数运算功能的系统之间的可移植性的途径是建议了
一种支持不同浮点架构的更好方法。每个 C99 标准实现都提供一个 <stdint.h> 头文
件，该文件定义实现所支持的那些整数类型，它们按大小和效率命名：例如， int32_t
是 32 位宽的整数类型，int_fast16_t 是实现的速度 快且至少 16 位宽的整数类型，
intmax_t 是支持的 宽整数类型。可以为浮点类型设想一个类似的方案：例如，
float53_t 可用于命名具有正好 53 位精度但可能具有更宽范围的一种浮点类型，
float_fast24_t 可用于命名实现的速度 快且具有至少 24 位精度的类型，
floatmax_t 可用于命名支持的 宽且速度相当快的类型。快速类型可能允许基于扩展
的系统上的编译器生成可能 快的代码，这仅受到以下约束的影响：指定变量的值不能因
寄存器溢出而改变。精确宽度类型将导致基于扩展的系统上的编译器将舍入精度模式设
置为按指定精度舍入，从而允许更宽的范围受到同一约束的影响。 后， double_t 可
用于命名一种同时具有 IEEE 754 双精度格式的精度和范围的类型，条件是使用严格的双
精度计算。与相应命名的环境参数宏一起，这样的方案就可以支持上述的所有五种选择，
并允许编程人员轻松而明确地指出其程序所需的浮点语义。

#include <math.h>
#include <float.h>

#if (FLT_EVAL_METHOD==2)
#define PWR2  LDBL_MANT_DIG - (DBL_MANT_DIG/2)
#elif ((FLT_EVAL_METHOD==1) || (FLT_EVAL_METHOD==0))
#define PWR2  DBL_MANT_DIG - (DBL_MANT_DIG/2)
#else
#error FLT_EVAL_METHOD unknown!
#endif

...
    double   x, xh, xl;
    double_t m;

    m = scalbn(1.0, PWR2) + 1.0;  // 2**PWR2 + 1
    xh = (m * x) - ((m * x) - x);
    xl = x - xh;
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扩展精度的语言支持必须这样复杂吗？在单精度 / 双精度系统上，上面列出的五种选择
中的四种是一致的，因此不必区分快速和精确宽度类型。但是，基于扩展的系统会给选择
带来困难：它们既不支持纯双精度计算的效率也不支持纯扩展精度计算的效率与这两种运
算的混合一样高，而且不同的程序要求不同的混合程度。此外，选择何时使用扩展精度不
应该留给编译器编写人员，他们通常受到测试基准的影响 （有时得到数值分析员的直接
通知），将浮点运算视为“本身不精确”，因此不值得也不能够预知整数运算。相反，必
须由编程人员进行选择，他们将需要能够表达其选择的语言。

D.11.4 结束语

上述评论并非旨在贬低基于扩展的系统，而是要揭示几个谬论，第一个谬论是所有 IEEE
754 系统都必须为同一程序提供完全相同的结果。我们着重说明了基于扩展的系统与单精
度 / 双精度系统之间的不同，但是在其中每个系列内的系统之间存在进一步的不同。例
如，一些单精度 / 双精度系统提供单个指令将两个数相乘并与第三个数相加，只进行一
次 终舍入。此运算称为合并的乘 - 加，会导致同一程序在不同的单精度 / 双精度系统上
产生不同的结果；与扩展精度一样，它甚至会导致同一程序在同一系统上产生不同的结
果，这取决于是否使用它和何时使用它。（合并的乘 - 加也可以阻止定理 6 的溢出过程，
尽管能够以不可移植的方式使用它来执行多精度乘法运算，而不必进行拆分。 ）尽管
IEEE 标准没有预期到这样的操作，但是它与此一致：中间乘积被提供给超出用户控制的
“目标”，它的宽度足以精确容纳该乘积， 终的和被正确舍入以适合其单精度或双精度
目标。

但是，以下意见是吸引人的：IEEE 754 精确规定给定的程序必须提供的结果。许多编程
人员喜欢相信他们可以理解程序的行为，并证明它将正确运行，而不涉及编译它的编译器
或运行它的计算机。在许多方面，对于计算机系统和程序设计语言的设计人员来说，支持
此意见是一个需要花费精力的目标。可惜的是，当涉及到浮点运算时，该目标几乎是不可
能实现的。 IEEE 标准的制定者知道他们不试图实现该目标。因此，尽管在整个计算机行
业几乎都符合 IEEE 754 标准（的大部分内容），但是开发可移植软件的编程人员必须继
续处理不可预知的浮点计算。

如果编程人员利用 IEEE 754 的各种特性，则他们将需要使浮点运算可预知的程序设计语
言。 C99 标准在一定程度上改进了可预知性，代价是要求编程人员编写其程序的多个版
本，对于每个 FLT_EVAL_METHOD 都编写一个版本。现在还不知道：将来的语言是否将
改为选择允许编程人员使用明确表达程序对 IEEE 754 语义的依赖程度的语法，来编写单
个程序。基于扩展的现有系统对该前景构成了威胁，因为它们使我们很容易假定编译器和
硬件对应该如何在给定系统上执行计算的了解比编程人员更好。该假定是第二个谬论：计
算的结果所需的准确度不取决于产生它的计算机，而是仅取决于从它得出的结论；在编
程人员、编译器和硬件中， 多只有编程人员才能知道那些结论可能是什么。
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